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В [1–3] рассматривались нестационарные задачи расчета опти-
мального обогрева простых геометрических областей.

В данной работе разработаны метод и алгоритм решения зада-
чи об оптимальном выборе плотности источников тепла на прямо-
угольнике таким образом, чтобы температура внутри рассматрива-
емой области находилась в заданных пределах. При этом источники
тепла должны обеспечить заданный температурный режим мини-
мальной суммарной мощности и температуру в заданном коридоре.

В параллелепипеде D = {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, 0 ≤ t ≤ T}
требуется определить функцию f(x, y, t) ≥ 0, доставляющую при
каждом t ∈ [0, T ] минимум линейному функционалу

J{f} =
b∫
a

d∫
c

f(x, y, t)dydx→min, (1)

при следующих условия:

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
χ(x, y, t)

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
χ(x, y, t)

∂u

∂y

)
+ f(x, y, t),

a < x < b, c < y < d, 0 < t ≤ T,
u(x, y, 0) = u0(x, y), a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d,

u(a, y, t) = µ1(y, t), u(b, y, t) = µ2(y, t), c ≤ y ≤ d, 0 < t ≤ T,
u(x, c, t) = µ3(x, t), u(x, d, t) = µ4(x, t), a ≤ x ≤ b, 0 < t ≤ T,

(2)

m(x, y, t) ≤ u(x, y, t) ≤M(x, y, t), (x, y, t) ∈ D. (3)

Здесь u = u(x, y, t) – температура в точке (x, y) прямоугольника в
момент времени t; χ(x, y, t) > 0 – коэффициент теплопроводности;
u0(x, y), µ1(y, t), µ2(y, t), µ3(x, t), µ4(x, t), m(x, y, t), M(x, y, t) – за-
данные функции. Функции m(x, y, t),M(x, y, t) имеют смысл функ-
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ций минимального и максимального профиля температуры в об-
ласти D соответственно. Плотность источников тепла описывает-
ся квадратично интегрируемой функций f(x, y, t) в пространстве
L2(D). Решение данной краевой задачи можно получить в анали-
тическом виде с использованием методов Фурье [4].

Введем вD равномерную по трем переменным разностную сетку
ωτh1h2

= ωh1
× ωh2

× ωτ = {(xi = ih1, yj = jh2, tk = kτ), i = 0, N1,
j = 0, N2, k = 0, N3} с шагами h1 = (b − a)/N1, h2 = (d − c)/N2,
τ = T/N3.

Для получения консервативных разностных схем воспользуем-
ся интегро -интерполяционным методом. Рассмотрим интегральное
уравнение баланса тепла на элементарной прямоугольной ячейке
xi−0.5 ≤ x ≤ xi+0.5, yj−0.5 ≤ y ≤ yj+0.5 сетки за промежуток време-
ни tk ≤ t ≤ tk+1:

xi+0.5∫
xi−0.5

yj+0.5∫
yj−0.5

u(x, y, tk+1)dydx−
xi+0.5∫
xi−0.5

yj+0.5∫
yj−0.5

u(x, y, tk)dydx =

=

tk+1∫
tk

yj+0.5∫
yj−0.5

W (xi−0.5, y, t)dydt−
tk+1∫
tk

yj+0.5∫
yj−0.5

W (xi+0.5, y, t)dydt+

+

tk+1∫
tk

xi+0.5∫
xi−0.5

W (x, yj−0.5, t)dxdt−
tk+1∫
tk

xi+0.5∫
xi−0.5

W (x, yj+0.5, t)dxdt+

+

tk+1∫
tk

xi+0.5∫
xi−0.5

yj+0.5∫
yj−0.5

f(x, y, t)dydxdt,

где W (x, y, t) – поток тепла, W (x, y, t) = −χ(x, y, t) gradu.
Аппроксимируем входящие в уравнение баланса интегралы при-

ближенными формулами [4]:
xi+0.5∫
xi−0.5

yj+0.5∫
yj−0.5

u(x, y, tj+1)dydx ≈ h1h2u
k+1
ij ,
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tk+1∫
tk

yj+0.5∫
yj−0.5

W (xi−0.5, y, t)dydt ≈ τh2W
k+1
i−0.5j ,

tk+1∫
tk

xi+0.5∫
xi−0.5

W (x, yj−0.5, t)dxdt ≈ τh1W
k+1
ij−0.5,

tk+1∫
tk

xi+0.5∫
xi−0.5

yj+0.5∫
yj−0.5

f(x, y, t)dydxdt ≈ τh1h2f
k+1
ij ,

W k+1
i−0.5j = −χ

k+1
i−0.5j

uk+1
ij − uk+1

i−1j

h1
, W k+1

ij−0.5 = −χk+1
ij−0.5

uk+1
ij − uk+1

ij−1

h2
.

При этом χk+1
i±0.5j , χ

k+1
ij±0.5 и fk+1

ij определяются равенствами

χk+1
i−0.5j = χ

(
xi + xi−1

2
, yj , tk+1

)
, χk+1

ij−0.5 = χ

(
xi,

yj + yj−1

2
, tk+1

)
,

χk+1
ij = χ(xi, yj , tk+1), fk+1

ij = f(xi, yj , tk+1).

Неявная консервативная разностная схема для условия (2) име-
ет вид [4]:

uk+1
ij − ukij

τ
=

[
χk+1
i+0.5j

uk+1
i+1j − u

k+1
ij

h21
− χk+1

i−0.5j

uk+1
ij − uk+1

i−1j

h21

]

+

[
χk+1
ij+0.5

uk+1
ij+1 − u

k+1
ij

h22
− χk+1

ij−0.5

uk+1
ij − uk+1

ij−1

h22

]
+ fk+1

ij ,

i = 1, N1 − 1, j = 1, N2 − 1, k = 0, N3 − 1,
u0ij = u0(xi, yj),

uk+1
0j = µ1(yj , tk+1), u

k+1
N1j

= µ2(yj , tk+1),

uk+1
i0 = µ3(xi, tk+1), u

k+1
iN2

= µ4(xi, tk+1),

i = 0, N1, j = 0, N2, k = 0, N3 − 1.

(4)
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Оператор Lu =
∂u

∂t
−
(
∂

∂x

(
χ(x, y, t)

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
χ(x, y, t)

∂u

∂y

))
с начальным и краевым условием будет самосопряженным, поло-
жительно определенным в L2(D), а значит, он имеет ограничен-
ный обратный оператор, которого обозначим через G = L−1. С его
помощью можно переформулировать задачу (1)–(3) как задачу на
минимум функционала (1) при следующих условиях на плотность
источников:

m(x, y, t) ≤ (Gf)(x, y, t) ≤M(x, y, t),
f(·, ·, ·) ∈ L2(D), f(x, y, t) ≥ 0.

(5)

Введем следующие обозначения

XY =

(
1

τ
+
χk+1
i±0.5j

h21
+
χk+1
ij±0.5

h22

)
, X+ = −

χk+1
i+0.5j

h21
, X− = −

χk+1
i−0.5j

h21
,

Y + = −
χk+1
ij+0.5

h22
, Y − = −

χk+1
ij−0.5

h22
.

Имеем следующую матрицу,

A =



XY Y + 0 X+ . . . . . . 0

Y − XY Y + 0 X+ . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . X− 0 Y − XY Y +

0 . . . . . . X− 0 Y − XY


.

Тогда получим
G = A−1.

Построим консервативную конечномерную аппроксимацию (1)–(5)
в виде задачи линейного программирования. Разобьём область
D по x, y, t соответственно на N1, N2, N3 равных частей: D =
N3⋃
k=1

N1⋃
i=1

N2⋃
j=1

Dk
ij , где Dk

ij = {(x, y, t), xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj ,

tk−1 ≤ t ≤ tk}, i = 1, N1, j = 1, N2, k = 1, N3. Обозначим че-
рез SN3

N1N2
(D) ⊂ L2(D) подпространство, в котором определены

кусочно -постоянные функции вида f(x, y, t) = fkij , (x, y, t) ∈ Dk
ij
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(i = 1, N1 − 1, j = 1, N2 − 1, k = 1, N3). Введём в SN3

N1N2
(D) базис,

состоящий из функций ekij(x, y, t) = 1, (x, y, t) ∈ Dk
ij и ekij(x, y, t) = 0,

(x, y, t) /∈ Dk
ij . Тогда f(x, y, t) ≈

N3∑
k=1

N1−1∑
i=1

N2−1∑
j=1

fkije
k
ij(x, y, t). Пусть

N = (N1 − 1)(N2 − 1), gpq = (Gekpq, e
k
ij), (m(x, y, t), ekij(x, y, t)) = mk

ij ,

(M(x, y, t), ekij(x, y, t)) =Mk
ij , f̃

k
q = fkij , (p = q, q = (i−1)(N2−1)+j),

p = 1, N, q = 1, N, i = 1, N1 − 1, j = 1, N2 − 1, k = 1, N3, где
(·, ·) — скалярное произведение в L2(D). Подставим выражение
для f(x, y, t) в (1) и скалярно умножим неравенства (5) на ekij(x, y, t)
в L2(D). Получим задачу линейного программирования

Jk{f} =
N1−1∑
i=1

N2−1∑
j=1

(mesDk
ij)f

k
ij → min, k = 1, 2, ..., N3,

mk
ij ≤

N∑
q=1

gpq f̃
k
q ≤Mk

ij ,

p = 1, N, i = 1, N1 − 1, j = 1, N2 − 1, k = 1, N3,

f̃kq ≥ 0, q = 1, 2, ..., N, k = 1, 2, ..., N3.

(6)

Решением задачи (6) численными методами находится функция

ukij =

N∑
q=1

gpq f̃
k
q , (i = (p−1)÷(N1−1)+1, j = (q−1) mod (N2−1)+1)

которая является решением краевой задачи (2) с f̃kq , где обозна-
чение ÷ есть символ целочисленного деления, а mod есть сим-
вол остатка от деления. При этом задача (6) решается симплекс-
методом.
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