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Постановка задачи

 Основание              Объект 
  Управл. 

сила 

 
 
 

x 

 

 
 
 
 
z 

f m 

Уравнение движения:

ẍ + u = v(t), u = − f

m
, v = −z̈ẍ + u = v(t), u = − f

m
, v = −z̈ẍ + u = v(t), u = − f

m
, v = −z̈

Нач. условия и ограничение:
x(0) = 0, ẋ(0) = 0x(0) = 0, ẋ(0) = 0x(0) = 0, ẋ(0) = 0, |u| 6 u0|u| 6 u0|u| 6 u0

Возмущение:

v(t) =v(t) =v(t) =

 V (t− t0),V (t− t0),V (t− t0), t0 > 0,t0 > 0,t0 > 0,

0,0,0, t < t0.t < t0.t < t0.

u(t), V (t)u(t), V (t)u(t), V (t) - кусочно-непр., допустимоV (t− t0)=βδ(t− t∗), t∗ > t0.V (t− t0)=βδ(t− t∗), t∗ > t0.V (t− t0)=βδ(t− t∗), t∗ > t0.

Минимизируемый функционал:

J(u, t0)= sup
V ∈Ω

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→min
u,t0

, R0+ = [0, ∞)J(u, t0)= sup
V ∈Ω

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→min
u,t0

, R0+ = [0, ∞)J(u, t0)= sup
V ∈Ω

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→min
u,t0

, R0+ = [0, ∞)
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Класс внешних возмущений V∗V∗V∗
(ударных воздействий) V (t)V (t)V (t)

1. V (t) > 0V (t) > 0V (t) > 0.

2. V (t) ≡ 0V (t) ≡ 0V (t) ≡ 0, если t > Tt > Tt > T

t

v

u

T

0

1t t 2
3. V (t) > u0V (t) > u0V (t) > u0 не более чем на одном интервале (t1, t2) ⊂ [0, T ](t1, t2) ⊂ [0, T ](t1, t2) ⊂ [0, T ]

4.

T∫
0

V (τ) dτ = v0

T∫
0

V (τ) dτ = v0

T∫
0

V (τ) dτ = v0
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Переход к безразмерным переменным

Безразмерные переменные

x′=
u0

v2
0

x, t′=
u0

v0
t, T ′=

u0

v0
Tx′=

u0

v2
0

x, t′=
u0

v0
t, T ′=

u0

v0
Tx′=

u0

v2
0

x, t′=
u0

v0
t, T ′=

u0

v0
T ,

v′(t′)=
1
v0

v
( v0

u0
t′
)
, u′=

u

u0
, J ′=

u0

v2
0

Jv′(t′)=
1
v0

v
( v0

u0
t′
)
, u′=

u

u0
, J ′=

u0

v2
0

Jv′(t′)=
1
v0

v
( v0

u0
t′
)
, u′=

u

u0
, J ′=

u0

v2
0

J

Задача управления в безразмерных переменных

Уравнение движения: ẍ + u = v(t)ẍ + u = v(t)ẍ + u = v(t)
Начальные условия: x(0) = 0, ẋ(0) = 0x(0) = 0, ẋ(0) = 0x(0) = 0, ẋ(0) = 0
Ограничение: |u| 6 1|u| 6 1|u| 6 1
Минимизируемый функционал: J= sup

V ∈Ω
max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|J= sup
V ∈Ω

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|J= sup
V ∈Ω

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|

Интеграл от возмущения:

T∫
0

v(t)dt = 1

T∫
0

v(t)dt = 1

T∫
0

v(t)dt = 1
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Задачи оптимизации

Задача 1 (при фиксированном возмущении).

J(u, V, t0)= max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→min
u,t0

J(u, V, t0)= max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→min
u,t0

J(u, V, t0)= max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→min
u,t0

,

JV = min
u(t),t0

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|.JV = min
u(t),t0

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|.JV = min
u(t),t0

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|.

Задача 2 (о наихудшем возмущении).

Ju(u, t0)= max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→ sup
V ∈V∗

.Ju(u, t0)= max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→ sup
V ∈V∗

.Ju(u, t0)= max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→ sup
V ∈V∗

.

Задача 3 (об оптимальном упреждении).

J(u, t0) = sup
V ∈V∗

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→min
t0

.J(u, t0) = sup
V ∈V∗

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→min
t0

.J(u, t0) = sup
V ∈V∗

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|→min
t0

.

Задача 4 (параметрическая оптимизация).

J(us, t0) = sup
V ∈V∗

max
t∈R0+

|x(t;us, V, t0)|→ min
us,t0

, us(t) ∈ Us.J(us, t0) = sup
V ∈V∗

max
t∈R0+

|x(t;us, V, t0)|→ min
us,t0

, us(t) ∈ Us.J(us, t0) = sup
V ∈V∗

max
t∈R0+

|x(t;us, V, t0)|→ min
us,t0

, us(t) ∈ Us.
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Лемма о наихудшем возмущении для задачи 2

Наихудшее возмущение V ∈ V∗V ∈ V∗V ∈ V∗ для функционала

J(u, V, t0)= max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|,J(u, V, t0)= max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|,J(u, V, t0)= max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|,

Ju(u, t0)= sup
v∈V∗

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|.Ju(u, t0)= sup
v∈V∗

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|.Ju(u, t0)= sup
v∈V∗

max
t∈R0+

|x(t;u, V, t0)|.

Лемма. Среди возмущений заданной длительности TTT
(V ∈ V∗V ∈ V∗V ∈ V∗) наихудшее возмущение есть либо V (ξ) = v0δ(ξ)V (ξ) = v0δ(ξ)V (ξ) = v0δ(ξ)

либо V (ξ) = v0δ(ξ − T )V (ξ) = v0δ(ξ − T )V (ξ) = v0δ(ξ − T )

 T∫
0

V (t)dt = v0 = 1

T∫
0

V (t)dt = v0 = 1

T∫
0

V (t)dt = v0 = 1

.

Иными словами, наихудшее возмущение есть мгновенный удар
интенсивности v0v0v0, подаваемый в начальный или в конечный
момент допустимого интервала возмущения.
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Следствия из леммы для задачи 2

Вспомогательные функции x+
u (t)x+
u (t)x+
u (t), x−u (t)x−u (t)x−u (t), t ∈ R0+,t ∈ R0+,t ∈ R0+,

x(t;u, V, t0) =

t∫
0

(t− ξ) (V (ξ − t0)− u(ξ)) dξ,x(t;u, V, t0) =

t∫
0

(t− ξ) (V (ξ − t0)− u(ξ)) dξ,x(t;u, V, t0) =

t∫
0

(t− ξ) (V (ξ − t0)− u(ξ)) dξ,

x+
u (t)=x(t, u, v0δ(ξ), t0),x+
u (t)=x(t, u, v0δ(ξ), t0),x+
u (t)=x(t, u, v0δ(ξ), t0), x−u (t)=x(t, u, v0δ(ξ − T ), t0),x−u (t)=x(t, u, v0δ(ξ − T ), t0),x−u (t)=x(t, u, v0δ(ξ − T ), t0),

x−u (t) 6x−u (t) 6x−u (t) 6 x(t;u, V, t0)x(t;u, V, t0)x(t;u, V, t0)6 x+
u (t),6 x+
u (t),6 x+
u (t),

Ju=max
{

max
t∈R0+

|x−u (t)|, max
t∈R0+

|x+
u (t)|

}
Ju=max

{
max
t∈R0+

|x−u (t)|, max
t∈R0+

|x+
u (t)|

}
Ju=max

{
max
t∈R0+

|x−u (t)|, max
t∈R0+

|x+
u (t)|

}
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Оптимальное управление для мгновенного удара1

и класс управлений UcUcUc

Класс управлений Uc = {uc}Uc = {uc}Uc = {uc}, uc(t) = uδ(t− c)uc(t) = uδ(t− c)uc(t) = uδ(t− c)

uδ(t) =uδ(t) =uδ(t) =



−1, 0 6 t 6
1
4
,−1, 0 6 t 6

1
4
,−1, 0 6 t 6

1
4
,

1, t1 < t 6
3
2
,1, t1 < t 6

3
2
,1, t1 < t 6

3
2
,

0, t >
3
2

0, t >
3
2

0, t >
3
2
,

uc(t) =uc(t) =uc(t) =


0,0,0, t < c,t < c,t < c,

−1,−1,−1, c 6 t 6 1/4 + c,c 6 t 6 1/4 + c,c 6 t 6 1/4 + c,

1,1,1, 1/4 + c < t 6 3/2 + c,1/4 + c < t 6 3/2 + c,1/4 + c < t 6 3/2 + c,

0,0,0, t > 3/2 + c,t > 3/2 + c,t > 3/2 + c,

c > 0.c > 0.c > 0.

1Balandin D.V., Bolotnik N.N., and Pilkey W.D. Optimal Protection from
Impact, Shock, and Vibration. Amsterdam: Gordon and Breach Science, 2001.



Постоянное управление и управление
с одним переключением, классы управлений UdUdUd и UτUτUτ

u0(t)u0(t)u0(t) оптимально для задачи 1 без упреждения при V (ξ) = δ(ξ)V (ξ) = δ(ξ)V (ξ) = δ(ξ)

u0(t)=u0(t)=u0(t)=


0,0,0, t < 0,t < 0,t < 0,

1,1,1, 0 6 t 6 1,0 6 t 6 1,0 6 t 6 1,

0,0,0, t > 1.t > 1.t > 1.

Класс управлений Ud = {ud}Ud = {ud}Ud = {ud}, ud(t) = u0(t− d)ud(t) = u0(t− d)ud(t) = u0(t− d)

ud(t)=ud(t)=ud(t)=


0,0,0, t < d,t < d,t < d,

1,1,1, d 6 t 6 1 + d,d 6 t 6 1 + d,d 6 t 6 1 + d,

0,0,0, t > 1 + d,t > 1 + d,t > 1 + d,

d > 0.d > 0.d > 0.

Параметрическое семейство допустимых управлений uτ (t) ∈ Uτuτ (t) ∈ Uτuτ (t) ∈ Uτ

uτ (t) =uτ (t) =uτ (t) =


−1, 0 6 t < τ,−1, 0 6 t < τ,−1, 0 6 t < τ,
+1, τ 6 t 6 1 + 2τ,+1, τ 6 t 6 1 + 2τ,+1, τ 6 t 6 1 + 2τ,
0, t > 1 + 2τ,0, t > 1 + 2τ,0, t > 1 + 2τ,

→→→→→→→→→

 ẋ(t;uτ , V, t0) ≡ 0,ẋ(t;uτ , V, t0) ≡ 0,ẋ(t;uτ , V, t0) ≡ 0,

t > max (t0 + T, 1 + 2τ) .t > max (t0 + T, 1 + 2τ) .t > max (t0 + T, 1 + 2τ) .
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Смещение при uδ(t)uδ(t)uδ(t)-управлении с временем упреждения t∗t∗t∗

uδ(t)=uδ(t)=uδ(t)=


−1, 0 6 t 6 0.25,−1, 0 6 t 6 0.25,−1, 0 6 t 6 0.25,

1, 0.25 < t 6 1.5,1, 0.25 < t 6 1.5,1, 0.25 < t 6 1.5,

0, t > 1.50, t > 1.50, t > 1.5,

Jδd(t∗)=Jδd(t∗)=Jδd(t∗)=


17/16− t∗, 0 6 t∗ < 1,17/16− t∗, 0 6 t∗ < 1,17/16− t∗, 0 6 t∗ < 1,

(t∗2−t∗)/2+1/16, 16t∗<1.5,(t∗2−t∗)/2+1/16, 16t∗<1.5,(t∗2−t∗)/2+1/16, 16t∗<1.5,

t∗ − 17/16, t∗ > 1.5.t∗ − 17/16, t∗ > 1.5.t∗ − 17/16, t∗ > 1.5.

t

J

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

0

d

*
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Смещение при ucucuc-управлении с временем упреждения t∗t∗t∗

Управление uc(t) = uδ(t− c)uc(t) = uδ(t− c)uc(t) = uδ(t− c), Jcd(t∗)=Jδd(t∗ − c)Jcd(t∗)=Jδd(t∗ − c)Jcd(t∗)=Jδd(t∗ − c) при t∗ > c,t∗ > c,t∗ > c,

Jcd(t∗)=Jcd(t∗)=Jcd(t∗)=


17/16− t∗ + c,17/16− t∗ + c,17/16− t∗ + c, 0 6 t∗ < c + 1,0 6 t∗ < c + 1,0 6 t∗ < c + 1,

((t∗ − c)2 − (t∗ − c))/2 + 1/16,((t∗ − c)2 − (t∗ − c))/2 + 1/16,((t∗ − c)2 − (t∗ − c))/2 + 1/16, c + 1 6 t∗ < c + 3/2,c + 1 6 t∗ < c + 3/2,c + 1 6 t∗ < c + 3/2,
t∗ − c− 17/16,t∗ − c− 17/16,t∗ − c− 17/16, t∗ > c + 3/2.t∗ > c + 3/2.t∗ > c + 3/2.

График функции Jcd(t∗)Jcd(t∗)Jcd(t∗) это смещение графика Jδd(t∗)Jδd(t∗)Jδd(t∗) на
величину ccc вдоль оси абсцисс с доопределением на [0, c)[0, c)[0, c).
Согласно лемме, для заданного TTT нужно найти минимум

fc(t0, T ) = max [Jcd(t0), Jcd(t0 + T )]→min
t0,c

, t0 > 0, c > 0.fc(t0, T ) = max [Jcd(t0), Jcd(t0 + T )]→min
t0,c

, t0 > 0, c > 0.fc(t0, T ) = max [Jcd(t0), Jcd(t0 + T )]→min
t0,c

, t0 > 0, c > 0.

Минимум величины fc(t0, T )fc(t0, T )fc(t0, T ) достигается при

c > max
[
0,

T

2
− 17

16

]
,c > max

[
0,

T

2
− 17

16

]
,c > max

[
0,

T

2
− 17

16

]
, Jcd(t0) = Jcd(t0 + T ),Jcd(t0) = Jcd(t0 + T ),Jcd(t0) = Jcd(t0 + T ), t0 > 0.t0 > 0.t0 > 0.
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Решение задачи 4 для класса управлений UcUcUc

t∗c=t∗c=t∗c=

c∗+
√

9/4 + 2T − 1/2− T,c∗+
√

9/4 + 2T − 1/2− T,c∗+
√

9/4 + 2T − 1/2− T, T 6 7/8,T 6 7/8,T 6 7/8,

c∗+17/16− T/2,c∗+17/16− T/2,c∗+17/16− T/2, T > 7/8,T > 7/8,T > 7/8,
c∗ > max

[
0,

T

2
− 17

16

]
,c∗ > max

[
0,

T

2
− 17

16

]
,c∗ > max

[
0,

T

2
− 17

16

]
,

Jc(T ) = J(uc, t
∗
c) =Jc(T ) = J(uc, t
∗
c) =Jc(T ) = J(uc, t
∗
c) =


25/16−

√
9/4 + 2T + T,25/16−

√
9/4 + 2T + T,25/16−

√
9/4 + 2T + T, T 6

7
8
,T 6

7
8
,T 6

7
8
,

T/2,T/2,T/2, T >
7
8
.T >

7
8
.T >

7
8
.

Минимальные момент упреждения t∗ct
∗
ct
∗
c и величина запаздывания c∗c∗c∗

t∗c=t∗c=t∗c=



√
9
4

+ 2T −
1
2
− T,

√
9
4

+ 2T −
1
2
− T,

√
9
4

+ 2T −
1
2
− T, T <

7
8
,T <

7
8
,T <

7
8
,

17
16
−

T

2
,

17
16
−

T

2
,

17
16
−

T

2
,

7
8

6 T <
17
8

,
7
8

6 T <
17
8

,
7
8

6 T <
17
8

,

000 T >
17
8

T >
17
8

T >
17
8

c∗=c∗=c∗=


0,0,0, T 6

17
8

,T 6
17
8

,T 6
17
8

,

T

2
−

17
16

,
T

2
−

17
16

,
T

2
−

17
16

, T >
17
8

.T >
17
8

.T >
17
8

.
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Значение функционала J0J0J0 для класса управлений U0U0U0

и функция смещения JddJddJdd при ududud-управлении

Постоянное управление заданной длительности

u0(t)=u0(t)=u0(t)=


0,0,0, t < 0,t < 0,t < 0,

1,1,1, 0 6 t 6 1,0 6 t 6 1,0 6 t 6 1,

0,0,0, t > 1,t > 1,t > 1,

ud(t)=ud(t)=ud(t)=


0,0,0, t < d,t < d,t < d,

1,1,1, d 6 t 6 1 + d,d 6 t 6 1 + d,d 6 t 6 1 + d,

0,0,0, t > 1 + d.t > 1 + d.t > 1 + d.

d > 0.d > 0.d > 0.

Значение функционала J0J0J0 для u0u0u0 и функция смещения JddJddJdd

J0(T )=J0(T )=J0(T )=


1
2
,

1
2
,

1
2
, T61,T61,T61,

T−
1
2
,T−

1
2
,T−

1
2
, 1<T.1<T.1<T.

Jdd(t∗)=Jdd(t∗)=Jdd(t∗)=



1
2
−t∗+d,

1
2
−t∗+d,

1
2
−t∗+d, 0 6 t∗ < d+

√
2− 1,0 6 t∗ < d+

√
2− 1,0 6 t∗ < d+

√
2− 1,

(t∗−d)2

2
,

(t∗−d)2

2
,

(t∗−d)2

2
, d+

√
2−1 6 t∗ < d+1,d+

√
2−1 6 t∗ < d+1,d+

√
2−1 6 t∗ < d+1,

t∗−
1
2
−d,t∗−

1
2
−d,t∗−

1
2
−d, t∗ > d + 1.t∗ > d + 1.t∗ > d + 1.
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Функция смещения J0dJ0dJ0d и ее график

J0d(t∗)=J0d(t∗)=J0d(t∗)=



1
2
−t∗,

1
2
−t∗,

1
2
−t∗, 0 6 t∗ <

√
2− 1,0 6 t∗ <

√
2− 1,0 6 t∗ <

√
2− 1,

t∗2

2
,

t∗2

2
,

t∗2

2
,

√
2−1 6 t∗ < 1,

√
2−1 6 t∗ < 1,

√
2−1 6 t∗ < 1,

t∗−
1
2
,t∗−

1
2
,t∗−

1
2
, t∗ > 1.t∗ > 1.t∗ > 1.

t    

J

0.25 0.5 0.75 1 1.25

0.25

0.5

0.75

0

0d

*
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Построение оптимального ududud-управления

Согласно лемме, для заданного TTT нужно найти минимум

fd(t0, T ) = max [Jdd(t0), Jdd(t0 + T )]→min
t0,d

, t0 > 0, d > 0.fd(t0, T ) = max [Jdd(t0), Jdd(t0 + T )]→min
t0,d

, t0 > 0, d > 0.fd(t0, T ) = max [Jdd(t0), Jdd(t0 + T )]→min
t0,d

, t0 > 0, d > 0.

Минимум величины fd(t0, T )fd(t0, T )fd(t0, T ) достигается при

d > max
[
0,

T − 1
2

]
, Jdd(t0) = Jdd(t0 + T ), t0 > 0.d > max

[
0,

T − 1
2

]
, Jdd(t0) = Jdd(t0 + T ), t0 > 0.d > max

[
0,

T − 1
2

]
, Jdd(t0) = Jdd(t0 + T ), t0 > 0.

Решение задачи 4 для класса управлений UdUdUd:

t∗dt
∗
dt
∗
d=

 d∗+
√

2T + 2− T − 1,d∗+
√

2T + 2− T − 1,d∗+
√

2T + 2− T − 1, T 6 1,T 6 1,T 6 1,

d∗+1/2− T/2,d∗+1/2− T/2,d∗+1/2− T/2, 1 < T,1 < T,1 < T,
d∗ > max

[
0,

T − 1
2

]
,d∗ > max

[
0,

T − 1
2

]
,d∗ > max

[
0,

T − 1
2

]
,

Jd(T ) = J(ud∗ , t
∗
d) =Jd(T ) = J(ud∗ , t
∗
d) =Jd(T ) = J(ud∗ , t
∗
d) =

 3/2−
√

2T + 2 + T,3/2−
√

2T + 2 + T,3/2−
√

2T + 2 + T, T 6 1,T 6 1,T 6 1,

T/2,T/2,T/2, 1 < T.1 < T.1 < T.
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Одно из решений Задачи 4 с минимальными t∗d, d
∗t∗d, d
∗t∗d, d
∗

Минимальный момент упреждения t∗dt
∗
dt
∗
d

t∗dt
∗
dt
∗
d=

{ √
2T + 2− T − 1,

√
2T + 2− T − 1,

√
2T + 2− T − 1, T < 1,T < 1,T < 1,

000 T > 1.T > 1.T > 1.

Минимальная величина запаздывания d∗d∗d∗

d∗d∗d∗=

{
0,0,0, T 6 1,T 6 1,T 6 1,

(T − 1)/2,(T − 1)/2,(T − 1)/2, 1 < T.1 < T.1 < T.

Значение функционала

Jd(T ) = J(ud∗ , t
∗
d) =Jd(T ) = J(ud∗ , t
∗
d) =Jd(T ) = J(ud∗ , t
∗
d) =

 3/2−
√

2T + 2 + T,3/2−
√

2T + 2 + T,3/2−
√

2T + 2 + T, T 6 1,T 6 1,T 6 1,

T/2,T/2,T/2, 1 < T.1 < T.1 < T.
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Смещение при uτuτuτ -управлении с временем упреждения t∗t∗t∗

τ>
1
2

:τ>
1
2

:τ>
1
2

: Jdτ (t∗, τ)τ>
1
2

:τ>
1
2

:τ>
1
2

: Jdτ (t∗, τ)τ>
1
2

:τ>
1
2

:τ>
1
2

: Jdτ (t∗, τ)===


1/2+τ2+2τ−t∗,1/2+τ2+2τ−t∗,1/2+τ2+2τ−t∗, 0 6 t∗ < 1/2+2τ,0 6 t∗ < 1/2+2τ,0 6 t∗ < 1/2+2τ,

τ2,τ2,τ2, 1/2+2τ6t∗<1/2+2τ+2τ2,1/2+2τ6t∗<1/2+2τ+2τ2,1/2+2τ6t∗<1/2+2τ+2τ2,

t∗−2τ−τ2−1/2,t∗−2τ−τ2−1/2,t∗−2τ−τ2−1/2, t∗ > 1/2+2τ+2τ2,t∗ > 1/2+2τ+2τ2,t∗ > 1/2+2τ+2τ2,

1
4
6τ<

1
2

:
1
4
6τ<

1
2

:
1
4
6τ<

1
2

: Jdτ (t∗, τ)=
1
4
6τ<

1
2

:
1
4
6τ<

1
2

:
1
4
6τ<

1
2

: Jdτ (t∗, τ)=
1
4
6τ<

1
2

:
1
4
6τ<

1
2

:
1
4
6τ<

1
2

: Jdτ (t∗, τ)=


1/2+τ2+2τ−t∗,1/2+τ2+2τ−t∗,1/2+τ2+2τ−t∗, 0 6 t∗ < 1/2+2τ,0 6 t∗ < 1/2+2τ,0 6 t∗ < 1/2+2τ,

τ2,τ2,τ2, 1/2+2τ 6 t∗ < 4τ,1/2+2τ 6 t∗ < 4τ,1/2+2τ 6 t∗ < 4τ,

t∗2/2−2t∗τ+τ2,t∗2/2−2t∗τ+τ2,t∗2/2−2t∗τ+τ2, 4τ 6 t∗ < 1+2τ,4τ 6 t∗ < 1+2τ,4τ 6 t∗ < 1+2τ,

t∗ − 2τ−τ2−1/2,t∗ − 2τ−τ2−1/2,t∗ − 2τ−τ2−1/2, t∗ > 1+2τ,t∗ > 1+2τ,t∗ > 1+2τ,

06τ<
1
4

:06τ<
1
4

:06τ<
1
4

:Jdτ (t∗, τ)=06τ<
1
4

:06τ<
1
4

:06τ<
1
4

:Jdτ (t∗, τ)=06τ<
1
4

:06τ<
1
4

:06τ<
1
4

:Jdτ (t∗, τ)=


1/2+τ2+2τ−t∗,1/2+τ2+2τ−t∗,1/2+τ2+2τ−t∗, 0 6 t∗ < 2τ+

√
2+4τ2−1,0 6 t∗ < 2τ+

√
2+4τ2−1,0 6 t∗ < 2τ+

√
2+4τ2−1,

t∗2/2−2t∗τ+τ2,t∗2/2−2t∗τ+τ2,t∗2/2−2t∗τ+τ2, 2τ+
√

2+4τ2−16t∗<1+2τ,2τ+
√

2+4τ2−16t∗<1+2τ,2τ+
√

2+4τ2−16t∗<1+2τ,

t∗−2τ−τ2−1/2,t∗−2τ−τ2−1/2,t∗−2τ−τ2−1/2, t∗ > 1+2τ.t∗ > 1+2τ.t∗ > 1+2τ.
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Построение оптимального uτuτuτ -управления

g(t0, τ) = max [Jdτ (t0, τ), Jdτ (t0 + T, τ)]→min
τ,t0

.g(t0, τ) = max [Jdτ (t0, τ), Jdτ (t0 + T, τ)]→min
τ,t0

.g(t0, τ) = max [Jdτ (t0, τ), Jdτ (t0 + T, τ)]→min
τ,t0

. (1)(1)(1)

Необходимые условия минимума g(t0, τ)g(t0, τ)g(t0, τ)

Jdτ (t0, τ) = Jdτ (t0 + T, τ), t0 > 0, Jdτ (t0, τ) > τ2.Jdτ (t0, τ) = Jdτ (t0 + T, τ), t0 > 0, Jdτ (t0, τ) > τ2.Jdτ (t0, τ) = Jdτ (t0 + T, τ), t0 > 0, Jdτ (t0, τ) > τ2. (2)(2)(2)

Построение решения задачи 4 для uτuτuτ -управления
t0t0t0 вычисляется как функция τττ из уравнения (2), а затем
минимизируется величина Jdτ (t0(τ), τ)Jdτ (t0(τ), τ)Jdτ (t0(τ), τ) по τττ .

При T 6 7/2T 6 7/2T 6 7/2 решение задачи 4 единственно.

При T > 7/2T > 7/2T > 7/2 функционал Jτ = T/2Jτ = T/2Jτ = T/2 и моменты τττ и t0t0t0
неединственны и удовлетворяют соотношениям

max{
√

(1 + T )/2− 1, 0} 6 τ 6
√

T/2, t0 = 1/2+τ2+2τ−T/2.max{
√

(1 + T )/2− 1, 0} 6 τ 6
√

T/2, t0 = 1/2+τ2+2τ−T/2.max{
√

(1 + T )/2− 1, 0} 6 τ 6
√

T/2, t0 = 1/2+τ2+2τ−T/2.
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Одно из решений Задачи 4 с минимальными t∗0, τ
∗t∗0, τ
∗t∗0, τ
∗

Оптимальное смещение

Jτ (T ) =Jτ (T ) =Jτ (T ) =

{
(T/2 + 1/4)2(T/2 + 1/4)2(T/2 + 1/4)2 при T 6 1/2,T 6 1/2,T 6 1/2,

T/2T/2T/2 при T > 1/2.T > 1/2.T > 1/2.

Минимальный момент переключения

τ∗ =τ∗ =τ∗ =


T/2 + 1/4T/2 + 1/4T/2 + 1/4 при T 6 1/2,T 6 1/2,T 6 1/2,

1/21/21/2 при 1/2 < T 6 7/2,1/2 < T 6 7/2,1/2 < T 6 7/2,√
(1 + T )/2− 1

√
(1 + T )/2− 1

√
(1 + T )/2− 1 при T > 7/2.T > 7/2.T > 7/2.

Минимальный момент упреждения

t∗0 =t∗0 =t∗0 =


T + 1T + 1T + 1 при T 6 1/2,T 6 1/2,T 6 1/2,

7/4− T/27/4− T/27/4− T/2 при 1/2 < T 6 7/2,1/2 < T 6 7/2,1/2 < T 6 7/2,

000 при T > 7/2.T > 7/2.T > 7/2.
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Сравнение различных способов управления

1/T   

J

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0

J
Jc

A(8/7,7/16)

B(1,0.5)

Jd

J0

Корнеев В.А. Институт проблем механики РАН Москва, 2020 г. 22 / 27



Относительная разность величин JcJcJc и JτJτJτ

T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.05

0.1

0

η = (Jc − Jτ )/Jτ < 0.1η = (Jc − Jτ )/Jτ < 0.1η = (Jc − Jτ )/Jτ < 0.1
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Относительная разность величин JdJdJd и JτJτJτ

T   



0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0

µ = (Jd − Jτ )/Jτ < 0.372µ = (Jd − Jτ )/Jτ < 0.372µ = (Jd − Jτ )/Jτ < 0.372
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Сравнение решений задач 1-3 при V (ξ) = δ(ξ)V (ξ) = δ(ξ)V (ξ) = δ(ξ) (T = 0T = 0T = 0).

Решение задачи 1

u(t) = uδ(t), tδ = 1, Jδ = 1/16 = 0.0625.u(t) = uδ(t), tδ = 1, Jδ = 1/16 = 0.0625.u(t) = uδ(t), tδ = 1, Jδ = 1/16 = 0.0625.

Решение задачи 2 при управлении u0(t)u0(t)u0(t) без упреждения

d∗ = 0, t∗ = 0, J00 = 1/2.d∗ = 0, t∗ = 0, J00 = 1/2.d∗ = 0, t∗ = 0, J00 = 1/2.

Решение задачи 3 при управлении u0(t)u0(t)u0(t) с упреждением

d∗ = 0, t∗0 =
√

2− 1 ≈ 0.4143, J0 = 3/2−
√

2 ≈ 0.0857.d∗ = 0, t∗0 =
√

2− 1 ≈ 0.4143, J0 = 3/2−
√

2 ≈ 0.0857.d∗ = 0, t∗0 =
√

2− 1 ≈ 0.4143, J0 = 3/2−
√

2 ≈ 0.0857.

Сравнение решений задач 1-3

η =
J0 − Jδ

Jδ
100% ≈ 37.14%,

J00

J0
≈ 5.8,

J00

Jδ
= 8.η =

J0 − Jδ

Jδ
100% ≈ 37.14%,

J00

J0
≈ 5.8,

J00

Jδ
= 8.η =

J0 − Jδ

Jδ
100% ≈ 37.14%,

J00

J0
≈ 5.8,

J00

Jδ
= 8.
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