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Настоящее издание включает тезисы Международной (51-й Всероссийской) молодёж-

ной школы-конференции, прошедшей с 3 по 7 февраля 2020 года в г. Екатеринбурге.  

Представлены работы по следующим направлениям: алгебра и комбинаторика (теория 
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Предисловие 
 

Этот сборник включает тезисы докладов Международной (51-й Всероссийской) 

школы-конференции «Современные проблемы математики и её приложений», 

СоПроМат-2020, организованной Институтом математики и механики им. Н.Н. 

Красовского (ИММ УрО РАН) в городе Екатеринбурге 3 – 7 февраля 2020 года. 

СоПроМат ставит своей целью объединить исследователей в области чистой и 

прикладной математики и компьютерных наук. Математические секции конференции 

включали такие направления, как алгебра и комбинаторика (теория групп,  

алгебраическая теория графов, алгебра и ее приложения); компьютерные науки, 

анализ данных и искусственный интеллект; математическая биология; 

математическое программирование, некорректные задачи и анализ данных; 

оптимальное управление и дифференциальные игры; теория вероятностей и 

случайные процессы; теория функций. 

Мы получили тезисы 60 секционных докладов в девяти секциях. Кроме этого, 

было прочитано 12 приглашённых пленарных лекций. Мы хотим поблагодарить 

лекторов, программный комитет, авторов тезисов и докладов и участников 

конференции, так как без них конференция не могла бы состояться. 

 

 

Организационный комитет: 

 

Председатель — Антонов Николай Юрьевич 

Секретарь — Чистяков Павел Александрович 

Заместитель председателя — Хлопин Дмитрий Валерьевич 

Борбунов Алексей Николаевич 

Ефимов Константин Сергеевич 

Ильенко Кристина Альбертовна 
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О КОНЕЧНЫХ НЕРАЗРЕШИМЫХ 4-ПРИМАРНЫХ
ГРУППАХ БЕЗ ЭЛЕМЕНТОВ ПОРЯДКА 6

А. С. Кондратьев, Н. А. Минигулов

Графом Грюнберга–Кегеля (или графом простых чисел) конечной группы G
называется граф Γ(G), в котором вершинами являются все простые делители
порядка группы G и две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда,
когда в группе G есть элемент порядка pq.

В [1] и [2] первый автор описал конечные группы с графами Грюнберга–Кегеля
как у групп Aut(J2) и A10 соответственно. Графы Грюнберга–Кегеля этих групп
как абстрактные графы изоморфны.

Нами поставлена более общая задача: описать конечные группы, графы Грюн-
берга–Кегеля которых как абстрактные графы изоморфны графу Γ(A10).

В рамках решения этой задачи в [3] нами доказано, что если G – конечная
неразрешимая группа и граф Γ(G) как абстрактный граф изоморфен графу
Γ(A10), то фактор-группа G/S(G) группы G по ее разрешимому радикалу S(G)
почти проста, и классифицированы все конечные почти простые группы, гра-
фы Грюнберга–Кегеля которых как абстрактные графы изоморфны подграфам
графа Γ(A10).

Пусть G – конечная неразрешимая группа и граф Γ(G) как абстрактный граф
изоморфен графу Γ(A10). Тогда граф Γ(G) имеет вид

c��
c
Z
Z c cr

s
p q

для подходящих простых чисел p, q, r, s.
В данной работе мы доказываем следующие теоремы.

Теорема 1. Если |G| не делится на 3, S = S(G) 6= 1 и G = G/S, то с точно-
стью до перестановки чисел r и s выполняется одно из следующих утвержде-
ний:

(1) G ∼= Aut(Sz(32)), {r, s} = {2, 5}, {p, q} = {31, 41}, p ∈ π(S) ⊆ {2, p}, силов-
ская 2-подгруппа T группы S элементарная абелева, S = O2′,2,2′(S), F ∗(G/O2′,2(S)) =
P × E, где P —p-группа и E ∼= Aut(Sz(32)), и либо T = 1, либо группа E инду-
цирует на O2′,2(S)/O2′(S) прямую сумму модулей, изоморфных естественному
4-мерному GF (32)Sz(32)-модулю;

(2) G ∼= Sz(8), r = 2, {p, s} = {5, 7}, q = 13, π(S) = {r, p}, каждый 2-главный
фактор группы G как G-модуль изоморфен 4-мерному или 16-мерному неприво-
димому GF (8)Sz(8)-модулю, причем вторая возможность всегда появляется;

(3) G ∼= Sz(32) или Aut(Sz(32)), r = 2, {p, s} ⊆ {5, 31, 41}, q ∈ {31, 41},
π(S) = {r, p}, каждый 2-главный фактор группы G′ как G

′
-модуль изоморфен
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2 А. С. Кондратьев, Н. А. Минигулов

либо 4-мерному, либо одному из двух 16-мерных, либо одному из двух 64-мерных
неприводимых GF (32)Sz(32)-модулей;

(4) G ∼= Sz(8), {r, s} = {5, 7}, p = 2, q = 13, π(S) = {5, p}, G/O2(S) = P ◦ E,
где P —2-группа и E ∼= 2.Sz(8) или (2× 2).Sz(8), группа E индуцирует на каж-
дый 5-главный фактор группы G точный неприводимый 8-мерный GF (5)2.Sz(8)-
модуль;

(5) G ∼= Sz(8) или Sz(32), p = 2, q = 5, {p, r} ⊆ π(S) ⊆ {p, r, s}, q = 5, группа
S/O2(S) экстраспециальна и F ∗(G/O2(S)) = S/O2(S).

Заметим, что каждый из пунктов (1)–(4) теоремы реализуется, а вопрос реа-
лизуемости ее пункта (5) остается открытым.

Теорема 2. Пусть G – конечная неразрешимая группа, G ∼= G/S(G) и граф
Γ(G) как абстрактный граф изоморфен графу Γ(A10). Если |G| делится на 3
и G не содержит элементов порядка 6, то выполняется одно из следующих
утверждений:

(1) S = O2′,2(G), O(G) = Op(G), q = 2, S/O(G) – элементарная абелева груп-
па, G ∼= L2(2n), причем либо n = 4, p = 17 и {r, s} = {3, 5}, либо n – простое
число, n ≥ 5, p = 2n−1 и {r, s} = {3, (2n−1)/3}, группа S/O(G) либо тривиальна,
либо как G-модуль изоморфна прямой сумме естественных GF (2n)-модулей;

(2) S = Op(G), q = 2, G ∼= L2(p), p ≥ 31, p ≡ ε5(mod 12), ε ∈ {+,−}, p−ε1 = 2k,
и 3 ∈ {r, s} = π((t+ ε1)/2);

(3) S = Op(G), q = 3 и выполняется одно из утверждений:
(3a) G ∼= PGL2(9), p > 5 и {r, s} = {2, 5};
(3b) G ∼= L2(81), PGL2(81) или L2(81).23, p = 41 и {r, s} = {2, 5};
(3c) G ∼= L2(3n) или PGL2(3n), n – нечетное простое число, p = (3n − 1)/2 и

{r, s} = π(3n + 1).

Каждый из пунктов заключения теоремы реализуется.
Наши обозначения можно найти в [4].
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект

№ 19-71-10067).
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Classification of 4-regular integral graphs

K. A. Kaushan, N. O. Rukhlyada
Novosibirsk State University

Let Γ be an undirected simple graph. The spectrum Spec(Γ) = [λx1
1 , . . . , λ

xs
s ] of the graph Γ is

the set of eigenvalues λ1, . . . , λs of its adjacency matrix together with their multiplicities x1, . . . , xs.
A graph is said to be integral if all of its eigenvalues are integers. The search for integral graphs
was formulated by F. Harary and A. J. Schwenk in 1974 [4]. Solution of this problem in general is
unknown, however, during the years this problem was studied in a lot of important classes of graphs,
in particular, in regular graphs.

For a given k > 1 the set of all k-regular connected integral graphs is known to be finite [2].
Moreover, if k = 3 then the set of all connected 3-regular integral graphs is explicitly found in [1]
and contains only 13 graphs. The problem of finding all 4-regular integral graphs was introduced
by D. Cvetković, S. Simić and D. Stevanović in 1998 [3]. Since then a number of results have been
obtained in this direction, including a complete list of feasible spectra of such graphs [3,5].

In the talk the current classification status of 4-regular integral graphs will be discussed.

1. F. C. Bussemaker, D. M. Cvetković. There are exactly 13 connected, cubic, integral graphs // Univ.
Beograd. Publ. Elektrotehn. Fak. 1976 — P. 43–48.

2. D. M. Cvetković. Cubic intergal graphs. // Univ. Beograd. Publ. Elektrotehn. Fak. 1975 — P. 107–113.

3. D. Cvetković, S. Simić, D. Stevanović. 4-regular integral graphs. // Univ. Beograd. Publ. Elektrotehn.
Fak. 1998 — P. 109–123.

4. F. Harary, A.J. Schwenk. Which graphs have integral spectra? // Graphs and Combinatorics. Springer,
Berlin, Heidelberg. 1974 — P. 45–51.

5.D. Stevanović, N. de Abreu, M. de Freitas, R. Del-Vecchio. Walks and regular integral graphs. // Linear
Algebra and Its Applications. 2007 — P. 119–135.
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Nonexistence of some Q -polynomial graphs ∗

A.A. Makhnev, M.P Golubyatnikov

I.N. Belousov, A.A. Makhnev and M.S. Nirova found the description of Q-
polynomial distance-regular graphs Γ of diameter 3 such that Γ2 and Γ3 are
strongly regular. Set a = a3. Γ is the graph of type (I), if c2 + 1 devides a,
graph of type (II), if c2 + 1 devides a+ 1, graph of type (III), if c2 + 1 does not
devide a and does not devide a + 1. Graph of type (Ii) has intersection array{

(s2 + su− 1)(u2 − 1)

s2 − 1
,

(u2 − s2)su

s2 − 1
, u2; 1,

u2 − s2

s2 − 1
,
su3 − su

s2 − 1

}
.

These graphs are formally self-dual, in particular, the Krein parameters coincide
with the intersection numbers qlij = plij . It is proved that for u = s2 graphs do
not exist.

In the class of graphs of type (Ii), for s = 2, there is a series of intersection
arrays {(2u− 3)(u2 − 1)/3, 2u(u2 − 4)/3, u2; 1, (u2 − 4)/3, 2u(u2 − 1)/3}. In the
paper, we consider the minimum admissible parameters u = 5 and u = 7.

Using the method of triple intersection numbers described in the paper by
Coolsaet and Juri�sic, we prove that graphs with intersection arrays {104, 70, 25; 1,
7, 80} and {272, 210, 49; 1, 15, 224} do not exist.

References

[1] Brouwer A.E., Cohen A.M., Neumaier A. Distance-Regular Graphs,
Berlin; Heidelberg; New York: Springer-Verlag, 1989. 495 p.

[2] I. N. Belousov, A. A. Makhnev, M. S. Nirova, On Q-polynomial
distance-regular graphs Γ with strongly regular graphs Γ2 and Γ3 // Sib.
Elektron. Mat. Izv., 16 (2019), 1385�1392

[3] Coolsaet K., Jurishich A. Using equality in the Krein conditions to prove
nonexistence of certain distance-regular graphs // J. Comb. Theory, Ser. A.
2008. V. 115. P, 1086�1095.

∗The work is supported by Russian Science Foundation (project 19-71-10067).
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МИНИМАЛЬНЫЕ НОСИТЕЛИ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ В
ГРАФЕ ХЭММИНГА

А. А. Валюженич

Проблема поиска минимальной мощности носителя произвольной собственной
функции (с фиксированным собственным значением) заданного графа изучалась
для графа Дуба [1], для графа Пэли [2], для Star графа [3], для кубических ди-
станционно регулярных графов [4] и для графа Джонсона [6]. В данной работе мы
рассматриваем проблему поиска минимальной мощности носителя собственных
функций графа Хэмминга H(n, q) для q ≥ 2 (см. [5]).

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках науч-
ного проекта 18-31-00126.
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spectral constraints, Discrete Mathematics. 342:5 (2019), 1351–1360.

[6] K. Vorob’ev, I. Mogilnykh, A. Valyuzhenich, Minimum supports of eigenfunctions of Johnson
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СПЕКТРАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ ГРАФОВ ДЕЗА

В. В. Кабанов

Графом Деза G с параметрами (n, k, b, a) назывется k-регулярный граф на n
вершинах такой, что любые две из его вершин имеют b или a общих соседей, где b
не меньше a. Если a не равно b, то дочерние графы Деза GA и GB определяются
как два графа на том же множестве вершин V (G), такие что для каждых двух
различных вершины u1, u2, они смежны в GA тогда и только тогда, когда имеют
"a"общих соседей в G и смежны в GB тогда и только тогда, когда имеют "b"общих
соседей в G. В докладе мы исследуем спектры графов Деза, чьи дочерние графы
являются сильно регулярными графами.

Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, Екатеринбург
(Россия)
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Decomposition of Aperiodic Automata

and Their Shortest Reset Word

David Fernando Casas Torres

A complete deterministic finite automaton (DFA) A = ⟨Q,Σ, δ⟩ is called
aperiodic if there exists a positive integer k such that δ(q, wk) = δ(q, wk+1)
for all q ∈ Q and w ∈ Σ∗. This is equivalent to saying that the transforma-
tion semigroup T (A ) := {δ( , w) | w ∈ Σ∗} on the set Q is aperiodic in the
sense of semigroup theory, that is, T (A ) has only trivial subgroup. Here
δ( , w) stands for the transformation q 7→ δ(q, w).

A DFA A = ⟨Q,Σ, δ⟩ is called synchronizing if there exists a word
w ∈ Σ∗ such that δ( , w) is a constant transformation: δ(q, w) = δ(q′, w) for
all q, q′ ∈ Q. Any word with this property is said to be a reset word for the
automaton. The minimum length of reset words for A is called the reset
threshold of A .

A well-known open problem is to determine the maximum reset threshold
for aperiodic synchronizing automata with a given number n of states. The
best upper bound for this quantity known so far is n(n−1)

2 [4] while the best
lower bound is linear, namely n+

⌊
n
2

⌋
− 2 [1].

We suggest a new approach to the aforementioned problem. Our ap-
proach relates it to the so-called cascade decomposition of transformation
semigroups [2, 3] which is a version of the classical Krohn–Rhodes decom-
position. Let m be a positive integer. We define m̄ as the transformation
semigroup on the set [m] := {1, 2, . . . ,m} consisting of all constant transfor-
mations on [m] and the identity transformation. It is known (see [2, 3]) that
every aperiodic transformation semigroup T divides the cascade product of
several semigroups of the form m̄. We refer to the least number of factors
of the form m̄ in such a decomposition as the cascade height of T .

Our main result is the following

Theorem 1 Let A be an aperiodic synchronizing automaton. The reset
threshold of A does not exceed the cascade height of the transformation
semigroup T (A ).

Thus, in order to improve upper bounds for the maximum reset thresh-
old for aperiodic synchronizing automata with a given number of states, it
suffices to find “economic” cascade decompositions for the corresponding
transformation semigroups.
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Coincidence of Gruenberg–Kegel graphs of non-isomorphic finite groups whose

Gruenberg–Kegel graphs are disconnected

Christina Ilyenko
Ural Federal University, Yekaterinburg, Russia

christina.ilyenko@yandex.ru

This is joint work with Natalia Maslova 1

Let 𝐺 be a finite group. Denote by 𝜋(𝐺) the set of all prime divisors of the order of 𝐺 and by 𝜔(𝐺) the
spectrum of 𝐺. The set 𝜔(𝐺) defines the Gruenberg–Kegel graph (or the prime graph) Γ(𝐺) of 𝐺; in this
simple graph the vertex set is 𝜋(𝐺), and distinct vertices 𝑝 and 𝑞 are adjacent if and only if 𝑝𝑞 ∈ 𝜔(𝐺).

Problem. Describe cases when Gruenberg–Kegel graphs of non-isomorphic finite groups coincide.

One of the most interesting cases of this problem is when Gruenberg–Kegel graphs of non-isomorphic
finite groups are both disconnected and coincide.

A finite group 𝐺 is a Frobenius group if there is a non-trivial subgroup 𝐶 of 𝐺 such that for all 𝑔 ∈ 𝐺
exists conjugate group 𝐶𝑔 and this subgroup either equal to 𝐶 or either the property 𝐶 ∩ 𝐶𝑔 = {1} is
true. A subgroup 𝐶 is a Frobenius complement of 𝐺. Let 𝐾 = {1} ∪ (𝐺 ∖

⋃︀
𝑔∈𝐺 𝑔𝐶𝑔−1). Then 𝐾 is a

normal subgroup of a Frobenius group 𝐺 with a Frobenius complement 𝐶 which is called the Frobenius

core of 𝐺. A finite group 𝐺 is a 2-Frobenius group if 𝐺 = 𝐴𝐵𝐶, where 𝐴 and 𝐴𝐵 are normal subgroups
of 𝐺, 𝐴𝐵 and 𝐵𝐶 are Frobenius groups with cores 𝐴 and 𝐵 and complements 𝐵 and 𝐶, respectively, also
each 2-Frobenius group is solvable. The socle 𝑆𝑜𝑐(𝐺) of a finite group 𝐺 is the subgroup of 𝐺 generated
by the set of all its non-trivial minimal normal subgroups. A finite group 𝐺 is almost simple if 𝑆𝑜𝑐(𝐺) is
a finite nonabelian simple group.

In [1] all the cases of coincidence of Gruenberg–Kegel graphs of a finite simple group and of a Frobenius
or a 2-Frobenius group were described. It is known that the Gruenberg–Kegel graph of a solvable Frobenius
group or of a 2-Frobenius group is a joint of two disjoint cliques, and the Gruenberg–Kegel graph of a
non-solvable Frobenius group is a joint of two disjoint components 𝜋1 and 𝜋2 such that 𝜋2 is a clique,
{2, 3, 5} ⊆ 𝜋1, and the only pair of non-adjacent primes in 𝜋1 is the pair {3, 5} (see in [1]). We can receive
the complete list of almost simple groups whose Gruenberg–Kegel graphs coincide with Gruenberg–Kegel
graphs of solvable Frobenius groups or 2-Frobenius groups directly from the main results of [2] and [3].

In this talk we concentrate on a list of almost simple (but not simple) groups whose Gruenberg–Kegel
graphs coincide with Gruenberg–Kegel graphs of non-solvable Frobenius groups.

Main result. Let 𝐺 be an almost simple but not simple group. Assume that Γ(𝐺) = Γ(𝐻), where 𝐻
is non-solvable Frobenius group, then one of the following conditions holds:
(1) 𝑆𝑜𝑐(𝐺) is a sporadic group and 𝐺 ∼= 𝐴𝑢𝑡(𝑀12);
(2) 𝑆𝑜𝑐(𝐺) is an alternating group and 𝐺 ∼= 𝑆7;
(3) 𝑆𝑜𝑐(𝐺) is an exteptional group of Lie type and 𝐺 ∼= 𝐴𝑢𝑡(2𝐹4(𝑞));
(4) 𝑆𝑜𝑐(𝐺) is a classical group and one of the following statemens holds: 𝐺 ∼= 𝐴𝑢𝑡(𝑃𝑆𝑈4(2))); 𝐺 ∼=
𝐿3(4).23 where 23 is a graph authomorphism of 𝐿3(4); 𝐺 ∈ {𝑃𝑆𝐿4(3), 𝑃𝑆𝐿4(3).22, 𝑃𝑆𝐿4(3).23};
𝑆𝑜𝑐(𝐺) ∈ {𝑃𝑆𝐿2(𝑞), 𝑃𝑆𝐿3(𝑞), 𝑃𝑆𝑈3(𝑞)} and 𝑞 is an odd number.

Note that Marianna Zinovieva works separately on the problem of coincidence of (possibly, connected)
Gruenberg–Kegel graphs of non-isomorphic finite simple group.

Список литературы
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[3] M. R. Zinov’eva, A. S. Kondrat’ev, Finite almost simple groups with prime graphs all of whose connected
components are cliques, Proc. Steklov Inst. Math. 295:S1 (2013) 178–188.

1The work has been supported by the Russian Science Foundation (project 19-71-10067).

1

1212

user
Rectangle



COMPLEXITY OF SYNCHRONIZATION

IN PARTIAL FINITE AUTOMATA

H. SHABANA

A word is synchronizing for a finite automaton A if it resets A to a specific state
independent of its present state. There are two basic extensions of the concept of
synchronizing words to partial finite automata (PFAs): carefully synchronizing words
and exactly synchronizing words.

Careful synchronization has been studied by Martyugin [1]. A PFA A = 〈Q,Σ〉 is
said to be carefully synchronizing if there is a word w = a1 · · · a`, with a1, . . . , a` ∈ Σ,
that satisfies the following conditions (C1)–(C3):

(C1): the letter a1 is defined at every state in Q;
(C2): the letter at with 1 < t ≤ ` is defined at every state in Q.a1 · · · at−1,
(C3): |Q.w| = 1.

Any word w satisfying (C1)–(C3) is called a carefully synchronizing word for A .
Thus, when a carefully synchronizing word is applied at any state in Q, no undefined
transition occurs during the course of application.

If a word w satisfies the condition (C3), it is called an exactly synchronizing word
for A [2]. Thus, w can be undefined at some states in Q but there must be a state at
which w is defined and q.w = q′.w whenever w is defined at both q, q′ ∈ Q. Clearly, a
carefully synchronizing word is exactly synchronizing but the converse needs not be
true. A PFA is said to be exactly synchronizing if it possesses an exactly synchronizing
word. The class of exactly synchronizing PFAs is much larger than that of carefully
synchronizing PFAs. The concepts of careful and exact synchronization make sense
also for nondeterministic finite automata (NFAs).

Here we study the computational complexity for problems related to exactly and
carefully synchronizing words for certain important classes of PFAs and NFAs. An
automaton A = 〈Q,Σ〉 is said to be strongly connected if for all q, q′ ∈ Q, there
exists a word w over Σ such that q′ = q.w. An automaton A = 〈Q,Σ〉 is said to be
0-automaton if it has a state q ∈ Q such that q.a = q for all a ∈ Σ.

The following results complement those in [1, 2].

Theorem 1. Checking careful synchronization for a given strongly connected PFA is
PSPACE-complete.

Theorem 2. Checking whether or not a given strongly connected PFA has an exactly
synchronizing word of a given length ` is NP-complete.

Theorem 3. Checking whether or not a given 0-PFA has an exactly synchronizing
word can be done in polynomial time.

Theorem 4. Checking whether or not a given 0-NFA has an exactly synchronizing
word is PSPACE-complete.
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2 H. SHABANA
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ÏÎËÍÛÅ ÍÀÁÎÐÛ ÓÍÈÔÈÊÀÒÎÐÎÂ Â ÏÐÅÄÒÀÁËÈ×ÍÛÕ ËÎÃÈÊÀÕ

PM2 È PM3

Ñ. È. Áàøìàêîâ

Âîçìîæíî ëè ïðåîáðàçîâàòü ôîðìóëó ϕ ëîãèêè L â òåîðåìó ïóòåì çàìåíû åå ïåðåìåííûõ?
Åñëè îòâåò ïîëîæèòåëåí, ôîðìóëà ϕ(p1, . . . , ps) íàçûâàåòñÿ óíèôèöèðóåìîé â L, à ïîäñòàíîâ-
êà σ : pi 7→ σi,∀pi ∈ V ar(ϕ) òàêàÿ, ÷òî ϕ(σ1, . . . , σs) ∈ L, óíèôèêàòîðîì ôîðìóëû.

Óíèôèêàòîð σ ôîðìóëû ϕ(p1, . . . , ps) íàçîâåì áîëåå îáùèì ÷åì σ1 â L (σ1 � σ), åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïîäñòàíîâêà σ2 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé pi ∈ V ar(ϕ): σ1(pi) ≡ σ2(σ(pi)) ∈ L.
Íàáîð óíèôèêàòîðîâ CU ôîðìóëû ϕ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì â L, åñëè äëÿ ëþáîãî óíèôèêàòîðà
σ ôîðìóëû ϕ íàéäåòñÿ σ1 ∈ CU : σ � σ1.

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ëîãèêè PM2 è PM3, âõîäÿùèå â ÷èñëî 5-òè ïðåäòàáëè÷íûõ ðàñ-
øèðåíèé íîðìàëüíîé ìîäàëüíîé ëîãèêè S4, îïèñàííûõ Ë.Ë. Ìàêñèìîâîé [1] è Ë.Ë. Ýñàêèà
è Â.Þ. Ìåñõè [2].

PM2 = Grz + σ2 := [�p ∨�(�p→ �q ∨�♦¬q)].
Ëîãèêà PM2 õàðàêòåðèçóåòñÿ êëàññîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ôðåéìîâ íå ñîäåðæàùèõ

3-ýëåìåíòíûõ öåïåé:

Vm = 〈Vm, R〉, ãäå Vm = {0, 1, . . . ,m}, è xRy ⇔ (x = 0 ∨ x = y).

PM3 = Grz + [�r ∨�(�r → σ2)] + (�♦p⇔ ♦�p).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ ôðåéìîâ äëÿ ëîãèêè PM3 ñîñòîèò èç ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ôðåéìîâ, èìåþùèõ íàèáîëüøèé ýëåìåíò (ò.å. åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ïåðâîãî ñëîÿ) è íå
ñîäåðæàùèõ 4-ýëåìåíòíûõ öåïåé:

Um+1 = 〈Um+1, R〉, ãäå Um+1 = {0, 1, . . . ,m+ 1}, è
xRy ⇔ ([x = 0] ∨ [y = m+ 1] ∨ [1 ≤ x = y ≤ m]).

Ìîäèôèöèðóÿ òåõíèêó ñïåöèàëüíûõ n-õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé Êðèïêå, ïðåäëîæåí-
íóþ Â.Â. Ðûáàêîâûì [3] äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû äîïóñòèìîñòè, óäàëîñü îïèñàòü ïîëíûå
íàáîðû óíèôèêàòîðîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíèôèöèðóåìîé ôîðìóëû â PM2 è PM3.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôîíäà ïîääåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Êîíêóðñ

Ì¼áèóñà¿. Ó÷àñòèå â øêîëå-êîíôåðåíöèè ïîääåðæàíî ÊÃÀÓ ¾Êðàñíîÿðñêèé êðàåâîé ôîíä ïîääåðæêè

íàó÷íîé è íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè¿.
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Существование экстремальных простых
замкнутых кривых, разделяющих

множества на плоскости

Волков Алексей

Уральский федеральный университет, Екатеринбург

1 Постановка задачи
Пусть K1 — ограниченное, а K2 — произвольное подмножество R2.

Определение. Множество L будем называть простой замкнутой кри-
вой (ПЗК), если существует непрерывное инъективное отображение f :
S1 → R2, такое что f(S1) = L, где S1 — окружность.

Определение. Два множества будем называть разделимыми, если су-
ществует ПЗК L, содержащая одно из них в ограниченной, а другое в
неограниченной компоненте R2\L.

Будем обозначать это как auf(L,K1, K2).
Вопрос 1: Разделимы ли K1 и K2?
Вопрос 2: Если разделимы, то достигается ли sup{ρ(L,K1∪K2) : auf(L,K1, K2)}?

2 Результаты
Пусть K1 и K2 — связные множества и ρ(K1, K2) > 0.
Обозначим A = {x ∈ R2 : ρ(x,K1) ≤ ρ(K1,K2)

2
}.

Определение. Множество называется локально связным, если любая
открытая окрестность любой точки содержит связную подокрестность

Определение. Полуконтинуум — множество, любые две точки которо-
го можно соединить континуумом.
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Определение. Точка множества называется разрезающей, если допол-
нение до нее не является полуконтинуумом.

Лемма 1. A — локально связное множество.

Лемма 2. A — множество, не имеющее точек разреза

Лемма 3. K2 вложено ровно в одну компоненту связности дополнения
до A.

Теорема (Куратовского). Граница любой компоненты дополнения до
локально связного континуума без разрезающих точек является ПЗК.

Результат: Если множества K1 и K2 связны и находятся на положи-
тельном расстоянии, то экстремальная ПЗК может быть найдена как
подмножество множества

{x ∈ R2 : ρ(x,K1) =
ρ(K1, K2)

2
}.

Список литературы
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Òîæäåñòâà íåêîòîðûõ äèàãðàììíûõ ìîíîèäîâ

Identities of certain diagram monoids

Ì. Â. Âîëêîâ, Í. Â. Êèòîâ

ÓðÔÓ, ã. Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ

Äèàãðàììíûå ìîíîèäû ýòî îáøèðíîå ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ
ìîíîèäîâ, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ñîâðåìåí-
íîé ìàòåìàòèêè (òåîðèÿ óçëîâ, íèçêîðàçìåðíàÿ òîïîëîãèÿ, òåîðèÿ êâàíòîâûõ
ãðóïï è äð.). Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà äèàãðàììíûõ ìîíîèäîâ òàêæå ÿâëÿþò-
ñÿ ïðåäìåòîì èíòåíñèâíîãî èçó÷åíèÿ. Â [1, 2] ìû èçó÷àëè òîæäåñòâà ìîíîèäîâ
Êàóôìàíà K3 è K4 è îáíàðóæèëè, ÷òî òîæäåñòâà ýòèõ ìîíîèäîâ ñîâïàäàþò.

Çäåñü ìû èññëåäóåì òîæäåñòâà ìîíîèäîâ W3 è W4, êîòîðûå îïðåäåëÿþò-
ñÿ àíàëîãè÷íî ìîíîèäàì K3 è, ñîîòâåòñòâåííî, K4 ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî äèà-
ãðàììû, ñîñòàâëÿþùèå W3 è W4 íå îáÿçàíû áûòü ïëàíàðíûìè. Ìû îïèñàëè
òîæäåñòâà ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ìîíîèäà W3 è äîêàçàëè ñëåäóþùåå:

Óòâåðæäåíèå. Òîæäåñòâà ìîíîèäîâ W3 è W4 ðàçëè÷íû.
Â ÷àñòíîñòè, òîæäåñòâî x7yx = xyx7 âûïîëíÿåòñÿ â W3, íî íå âûïîëíÿåòñÿ

â W4.
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ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ИНВАРИАНТ УЗЛОВ
ELECTRICAL INVARIANT OF KNOTS

А. А. Галкина, С. В. Матвеев

Настоящая работа посвящена изучению, так называемого, электрического инварианта
узлов в трёхмерной сфере. Название и построение этого инварианта были предложены
А. А. Перфильевым в неопубликованной работе «Электрические инварианты узлов и за-
цеплений». Алгоритм вычисления электрического инварианта узла состоит из нескольких
шагов:

(1) выполнение шахматной раскраски диаграммы узла;
(2) построение графа, в котором вершины соответствуют чёрным областям на раскрас-

ке, а рёбра — перекрёсткам, по которым граничили соответствующие вершинам
области;

(3) произвольное ориентирование графа;
(4) задание формальных переменных для рёбер графа в зависимости от типов пере-

крёстков;
(5) составление системы из сумм формальных переменных с учётом ориентации рёбер

графа;
(6) выписывание матрицы коэффициентов полученной системы;
(7) вычисление определителя полученной матрицы.

Это число будет определять электрический инвариант с точностью до знака.
При исследовании электрического инварианта были получены следующие результаты:
(1) независимость электрического инварианта от выбора раскраски (при смене рас-

краски получается двойственный к исходному граф);
(2) независимость от выбора ориентации графа;
(3) инвариантность относительно движений Рейдемейстера;
(4) совпадение со значениями полиномов Александера и Джонса в точке −1 (эквива-

лентность алгоритмов вычисления полинома Александера в точке −1 и электриче-
ского инварианта).

ЧелГУ, г. Челябинск, Россия
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УНИФИКАЦИЯ В НЕТРАНЗИТИВНОЙ ВРЕМЕННОЙ ЛОГИКЕ ЗНАНИЯ
С УНИВЕРСАЛЬНОЙ МОДАЛЬНОСТЬЮ

Т. Ю. Зверева

Подход к моделированию времени как нетранзитивного процесса восходит к идее возмож-
ной некорректной передачи информации: когда часть данных, доступных вовлечённым в
вычислительный процесс субъектам-агентам в прошлом, может быть утеряна к настоящему
моменту, и нельзя с уверенностью сказать будет ли и кому именно из агентов доступна эта
информация в будущем, [1].

Изначально проблема унификации ставилась как задача приведения заданных термов в
синтаксическое равенство путём замены их переменных. В области нестандартных логик эта
задача чаще рассматривается как вопрос превращения формулы в теорему после некоторой
замены переменных [2].

Формула α(p1, . . . , ps) называется унифицируемой в логике L, если существует подстановка
σ : pi 7→ σi для каждой pi ∈ V ar(α), такая, что α(σ1, . . . , σs) ∈ L. В этом случае, подстановка
σ называется унификатором формулы α.

С.И. Башмаков доказал проективность унификации в линейной логике нетранзитивного
времени с универсальной модальностью ULIT L [3], позднее анонсировал обобщение резуль-
тата на случай логики знания [4]. В текущем исследовании нами подтверждено данное обоб-
щение.

Язык LULIT K включает такие унарные модальные операторы, как: N – нерефлексивная
нетранзитивная модальность «Next», �1, . . . ,�n – модальности знаний агентов, �e – модаль-
ность общего знания, �U – универсальная модальность.

Логику ULIT K определяем как множество всех формул языка LULIT K, выполнимых на
соответствующем ей классе фреймов F .

Формула α(p1, . . . , ps) называется проективной в ULIT K, если ∃τ(α) (проективный уни-
фикатор) для α, т.ч. ∀pi ∈ V ar(α) : �Uα → [pi ≡ τ(pi)] ∈ ULIT K. Основным результатом
работы является следующая

Теорема. Любая унифицируемая в ULIT K формула проективна.
Как следствие установлен унитарный тип унификации исследуемой логики, получено опи-

сание проективного унификатора. Исследуется вопрос финитный аппроксимируемости ULIT K.
Участие в школе-конференции поддержано КГАУ «Красноярский краевой фонд поддержки науч-

ной и научно-технической деятельности».
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Доклад посвящен исследованию полиномов Тушара  

𝑇𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑛,𝑘(𝑥1, … ; 𝑦1, … ), 𝑛 = 1,2, … ; 𝑘 = 0, 𝑛, 

их  определяют следующим образом [1]: 

𝑇𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑛!

𝑘1! … 𝑘𝑛! 𝑟1! … 𝑟𝑛!
(

𝑥1

1!
)

𝑘1

… (
𝑥𝑛

𝑛!
)

𝑘𝑛

(
𝑦1

1!
)

𝑟1

… (
𝑦𝑛

𝑛!
)

𝑟𝑛

,           (1) 

где суммирование ведется по всем 𝑘𝑖 , 𝑟𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑛 таким, что 

∑ 𝑘𝑖 = 𝑘,   ∑ 𝑖(𝑘𝑖 + 𝑟𝑖) = 𝑛

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

, 

и 𝑇0,0 = 1, 𝑇𝑛,𝑘(𝑥, 𝑦) = 0, если 𝑚𝑖𝑛(𝑛, 𝑘, 𝑛 − 𝑘) < 0.        

В работе используется подход, основанный на систематизации некоторых известных 

свойств комбинаторных полиномов, с которыми более подробно можно ознакомиться в 

представленной ниже литературе [2, 3]. 

Для представленных полиномов (1) найдены новые рекуррентные формулы. Тем 

самым, полученные соотношения позволяют по фиксированной i-й строке матрицы, 

составленной из данных полиномов, восстановить ее начальные строки.  

Пусть, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ) и 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … ) — формальные переменные. Обозначим 

𝑄∗ = 𝐷 ∙ 𝑀, 

где 

𝐷 =
𝑥2𝜕

𝜕𝑥1
+

𝑥3 𝜕

𝜕𝑥2
+ ⋯ , 𝑀 =

𝑦2𝜕

𝜕𝑦1
+

𝑦3𝜕

𝜕𝑦2
+ ⋯ 

Для композиции операторов 𝑄∗ и 𝜕 𝜕𝑥𝑖⁄ , а также 𝜕 𝜕𝑦𝑖⁄  действительны следующие 

рекуррентные соотношения. 

Утверждение 1. Для каждого 𝑖 ≥ 2 справедливы равенства 

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑄∗ = 2𝑄∗

𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑀

𝜕

𝜕𝑥𝑖−1
, 

𝜕

𝜕𝑦𝑖
𝑄∗ = 2𝑄∗

𝜕

𝜕𝑦𝑖
+ 𝐷

𝜕

𝜕𝑦𝑖−1
, 

и, кроме того,  

𝜕

𝜕𝑥1
𝑄∗ = 2𝑄∗

𝜕

𝜕𝑥1
, 

 

𝜕

𝜕𝑦1
𝑄∗ = 2𝑄∗

𝜕

𝜕𝑦1
.  

Утверждение 2. Полиномы Тушара удовлетворяют следующим рекуррентным 

соотношениям: 

2121



1. При  𝜅 = 𝑛 − 1, 𝜅 ≥ 0, 

𝑄∗𝑇𝑛,𝜅 = 2𝑛𝑥2𝑦2𝑄𝑇𝑛−1,𝜅; 

2. При 𝜅 = 𝑛 − 2, 𝜅 ≥ 0, 

𝑄∗𝑇𝑛,𝜅 = 2𝑛𝑦2(𝑄𝑇𝑛−1,𝜅 − (𝑛 − 1)𝑦2𝑇𝑛−2,𝑘).  

Также в работе рассматриваются некоторые перечислительные интерпретации и 

приложения полиномов Тушара.  
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ТРАНЗИТИВНЫЕ НА ДУГАХ ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ
АНТИПОДАЛЬНЫХ ДИСТАНЦИОННО РЕГУЛЯРНЫХ ГРАФОВ

ДИАМЕТРА 3 В АФФИННОМ СЛУЧАЕ

Л.Ю. Циовкина

В работе А.А.Махнева, Д.В. Падучих и Л.Ю. Циовкиной [1] было начато ис-
следование проблемы описания реберно симметричных (то есть, обладающих
транзитивными на дугах группами автоморфизмов) антиподальных дистанцион-
но регулярных графов (сокращенно «д.р.г.») диаметра 3, основанное на класси-
фикации конечных 2-транзитивных групп подстановок. К настоящему времени
классифицированы реберно симметричные антиподальные д.р.г. диаметра 3 в
случае, когда полная группа автоморфизмов графа индуцирует почти простую
группу подстановок на множестве его антиподальных классов (см. [2]).

В настоящей работе получена классификация пар (Γ, G) таких, что Γ — ребер-
но симметричный антиподальный д.р.г. диаметра 3 и G — транзитивная на дугах
группа автоморфизмов графа Γ, которая индуцирует аффинную группу подста-
новок на множестве его антиподальных классов. Основной результат представлен
в следующих двух теоремах.

Теорема 1. Предположим, что группа G действует транзитивно на дугах ан-
типодального дистанционно регулярного графа Γ диаметра 3 с массивом пере-
сечений {k, (r − 1)µ, 1; 1, µ, k}, где r /∈ {2, k, (k − 1)/µ}, и индуцирует аффинную
2-транзитивную группу подстановок GΣ на множестве Σ антиподальных клас-
сов графа Γ. Пусть K — ядро действия G на Σ, F ∈ Σ, a ∈ F , H = G{F},
C = CGa

(K), |Σ| = pe, где p — простое число, и T — полный прообраз цоколя
группы GΣ в G. Если p = 2, то либо K = 1 и Γ — граф с массивом пересечений
{15, 10, 1; 1, 2, 15}, либо |K| = r, rµ = k + 1 = 2e, µ > 1 и выполняется одно из
следующих утверждений:

(1) R = GL1(2e) ∩ Ga E Ga ≤ ΓL1(2e), Ga содержит подгруппу B нечетного
порядка, которая содержит R и действует транзитивно на [a], и выполняются
следующие утверждения:

(i) если T содержит нормальную в G подгруппу порядка 2e, то K = Er, r =
µ = 2e/2, H действует 2-транзитивно на F , T — элементарная абелева или специ-
альная группа порядка 2e+e/2, CK(R) = 1, CR(K) = 〈h̃〉 > 1, α1(h̃) = |R|2e/2+1w

и 0 ≤ w ≤ (e, 2e − 1)/2, в частности, если |R| = 2e − 1, то α1(h̃) = 0 и группа
R/CR(K) действует регулярно на F − {a};

(ii) если CR(K) = 1, то Φ(K) = 1, e = 6 и r = 32;
(iii) если CR(K) > 1, то |CR(K)| > 2e/2/(e, 2e − 1), r ≤ 2e/2 ≤ µ и CT (R) ≤

K ≤ Z(T ), а если к тому же Φ(T ) < K и B ≤ CG(K), то Φ(T ) = 1, группа T
содержит нормальную в TB подгруппу порядка 2e и Γ — граф из п. (i) выше;

(2) e = 2dc, d ≥ 1, r делит 2c, T — элементарная абелева группа порядка 2er,
не содержащая нормальных в G подгрупп порядка 2e, Sp2d(2c) E Ga или d = 3 и
G2(2c) E Ga.

1
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2 Л.Ю. Циовкина

Теорема 2. В предположениях и обозначениях из теоремы 1, а также при
условии, что p > 2 и µ > 1, имеем |K| = r, rµ = k + 1 = pe и выполняется одно
из следующих утверждений:

(1) реализуется экстраспециальный случай, r = p, T — экстраспециальная
группа порядка rpe и экспоненты p и либо

(i) pe = 34, Q8 ◦D8 ' R0 E C, Ga/R0 ≤ S5 и 5 делит |Ga|, либо
(ii) pe = 52, SL2(3) ≤ C,Ga ≤ SL2(3).Z4, либо
(iii) pe = 72, SL2(3) ≤ C, SL2(3).Z2 ≤ Ga ≤ SL2(3).Z6, либо
(iv) pe = 112, C ' SL2(3), Ga ' Z5 × SL2(3) или Z5 ×GL2(3), либо
(v) pe = 232, Ga ' Z11 × (SL2(3).Z2), C ' SL2(3) или SL2(3).Z2;

(2) реализуется исключительный случай и Ga D S ' SL2(5) при k 6= 728 и
Ga ' SL2(13) при k = 728, T — специальная группа порядка rpe и экспоненты p
и либо

(i) pe = 36, r = 3, C = Ga ' SL2(13), либо
(ii) pe = 92, r ∈ {3, 9}, Ga/S ≤ D8, S ≤ C, либо
(iii) pe = 112, r = 11, S = C, Ga ' SL2(5) или SL2(5) ◦ Z10, либо
(iv) pe = 192, r = 19, S ≤ C, Ga ' SL2(5) ◦ Z18, либо
(v) pe = 292, r = 29, S ≤ C, Ga ' SL2(5) ◦ Z14 или SL2(5) ◦ Z28, либо
(vi) pe = 592, r = 59, S = C, Ga ' SL2(5) ◦ Z58;

(3) реализуется одномерный случай, R = Ga ∩GL1(pe) E Ga ≤ ΓL1(pe) и либо
(i) e > 4, r ≥ pe/2, T — специальная группа порядка rpe и экспоненты p, и

R не нормализует подгрупп индекса p в K, либо
(ii) e = 4, r = p2 = µ, T — специальная группа порядка p6, группа R

действует полурегулярно на [a] и группа R/CR(K) действует полурегулярно на
F − {a}, либо

(iii) e = 4, p = 3, T — специальная группа порядка rp4 и R ≤ NG(K1), где
K1 — подгруппа индекса p в K, |R| = 20, Ga ' Z5 : Z16 и |R/CR(K)| ≤ 2, либо

(iv) e = 2, r = p, T — экстраспециальная группа экспоненты p иGa ≤ GL2(p),
либо

(v) e = 2, 3 < r = p — простое число Мерсенна, T — абелева группа и
CT (Ga) = 1;

(4) реализуется симплектический случай, e = 2dc, d ≥ 1, r делит pc, Sp2d(pc) E
Ga, T — специальная группа порядка rp2dc и экспоненты p.

Теорема 3. Если в теореме 2 вместо условия G ≤ Aut(Γ) предполагать, что
G = Aut(Γ), то графы из пп. 1 и 2, а также граф со свойством GL1(pe) ≤ Ga ≤
ΓL1(pe) для e = 2 из п. 3(iv) заключения теоремы 2 не существуют.

Полученные результаты уточняют и дополняют список необходимых условий
существования реберно симметричного антиподального д.р.г. диаметра 3 в аф-
финном случае из основной теоремы в [3], где была пропущена часть условий в
одномерном подслучае. Подчеркнем, что в отличие от работы [3], в которой про-
водилось описание пар (Γ, G) при условии G = Aut(Γ), здесь также исследована
возможность G < Aut(Γ).
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Abstract— At present, due to complexity of the design of 

spacecraft and growing use of high-power large-sized 

antennas, it has become necessary to consider the effect of 

shading on the SA and research the effects accompanying this 

phenomenon. We are talking about the reliability of the 

calculations of the SA parameters at the EOL. In this paper, an 

attempt has been made to summarize the emerging effects that 

are new to the normal operation of SA, which allows us to 

specify the requirements for SA design and SA parameters at 

the EOL. The effect of partial long-term shadowing with 

mixed-typed shadows was studied by using of computer 

modeling tools. The effect of the occurrence of multiple heat 

waves with fronts of varying intensity was discovered. Also, 

during long-term shading, a critically high temperature 

gradient between the shaded and lighted SA parts takes place. 

Hence, it seems necessary to study this phenomenon in more 

detail from the point of view of the behavior of materials used 

in the SA manufacture. 

Keywords—photovoltaic, shading, solar arrays, solar cells, 

thermal cycling, space solar arrays, space factors (key words) 

I. INTRODUCTION (HEADING 1) 

The main features of the shadow setting in GEO case are: 
regularity, duration of black shadows from spacecraft 
structural elements falling on the surface of the 
photogenerating part of SA (which may last from one and up 
to several hours), and a large shading area (black shadow 
may cover up to 90% of the whole SA area). At the same 
time, for other types of orbits, for example, HEO, this 
problem is less acute due to the short-term shadow with 
similar spacecraft geometry. 

To study the effect of partial shading on the SA 
temperature regime, we used mathematical modeling of the 
distribution of temperature fields over the SA PGP (photo 
generating part) surface depending on the current pattern of 
the illumination distribution. The calculation results showed 
that under the given operating conditions of the SA, 
significant temperature gradients are observed between 
individual SCs (about 250° C) for an extremely short period 
of time. 

Thus, starting to produce current when leaving the shade, 
a cooled SC receives a much greater thermal shock than 
under standard operating conditions. This effect can lead to 
such destructive consequences as the emergence of ESD, 
shunting and physical destruction of SC. The effect of 
thermal shock of similar power on various types of joints 

used in the manufacture of SA (adhesive, welded, brazed, 
etc.) is also not studied enough at the moment. 

A change in the thermal cycling regimes under the 
influence of partial shading leads to a new phenomenon that 
has not been studied yet – the shadow thermal cycling. The 
main and most dangerous (from the point of view of the 
effect on the SA operation) of the effects caused by shadow 
thermal cycling is the occurrence of multiple heat waves on 
the SA PGP surface with fronts of varying intensity (wide 
anterior and critically narrow rear wave front) which lead to 
the thermal shock of the SC. This effect raises the question 
of durability of the materials used to sudden temperature 
drops (up to 250° C) during a short time interval for close 
(within one SC) points of a single SA. 

Fig. 1. Shadow and heat waves modeling (snapshots time step is equal to 

20 minutes, standard heat color map is used) 

II. PREPARE YOUR PAPER BEFORE STYLING 

Due to the complex structure of the SP device in terms of 
its full configuration, as well as the heterogeneity and total 
amount of materials used, the study of this issue using 
exclusively analytical methods is either extremely time 
consuming, as well as unprofitable. The research of the 
influence of shadow thermal cycling on the SA predicted 
time of EOL is a complex task and requires not only the use 
of modern analytical and numerical methods, including 
computer modeling (See, e.g., Figure 1), but also life tests on 
specialized equipment that allow simulating simultaneous 
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heating and cooling for different points of the test panel 
during ground-based testing. It will allow to observe this 
phenomenon effects more detailed and provide the ability to 
more accurately assess the degree of SA degradation and, 
therefore, to consider the impact of this phenomenon on the 
stage of product design, minimizing excess inventory 
resource of SA.  

In the course of these studies, it is planned to determine 
the degree of SA degradation more detailed under the 
influence of a complex shading map and to identify the 
possibility of the occurrence of concomitant shadow thermal 
cycling phenomena (ESD, shunting, etc.), also making a 
significant contribution to the overall SA degradation. Of 
particular interest is the study of the emerging heat wave 
within one or several neighboring strings, since in this case 
the effect of shadow thermal cycling on materials is 
maximal. 

A detailed study of shadow thermal cycling using 
analytical and computer methods, as well as ground-based 
testing, will allow us to adequately assess the risks associated 
with the operation of a spacecraft in such conditions and 
more accurately calculate the necessary endurance of the 
product for uninterrupted operation during the life existence 
period. [7].  

III. CONCLUSIONS 

Since the shadows that this SA undergoes during LEP are 
complex and regular and cause multiple heat waves, thereby 
changing the standard SA thermal cycling conditions to 
much more severe and create temperature drops at different 
points of a single SA about 250° C, the question of the 
durability of materials used in the manufacture of SP, to such 

harsh conditions and, consequently, the persistence of the 
entire SP during the LEP, is still open. With these types of 
shading for a long period of time (from 1 to several hours) 
within one single solar panel, a significant temperature 
gradient occurs (about 250° C) caused by simultaneous 
heating of the illuminated and prolonged cooling of the 
shaded part of SA. Of particular interest is the study of the 
emerging heat wave within one or several neighboring 
strings, since in this case the effect of shadow thermal 
cycling on materials is maximal. Thus, in order to study this 
issue, it is proposed to create a test bench for working out 
additional life tests on shadow thermal cycling. 
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НОВЫЙ МЕТОД ОЦЕНКИ ОШИБОК КОРРЕКЦИИ
КООРДИНАТ ПО ГЕОФИЗИЧЕСКОМУ ПОЛЮ

К. В. Дунаевская

Рассматривается задача навигации по ГФП в одномерном случае, когда функ-
ция поля задана нелинейной функцией s(x), x ∈ R, а ошибки измерений v явля-
ются нормальными случайными значениями с нулевым средним µ и дисперсией
σ2. Замеры представляют собой фрагменты функции поля в точке x∗ с количе-
ством отсчетов m: h(x∗) = s(x∗ + i∆) + vi.

Задача навигации заключается в вычислении оценки величины x∗.
Для решения поставленной задачи применяются два подхода: известный байе-

совский и новый метод, основанный на вычислении диаметра множества уровня
функционала сравнения.

Байесовский подход вычисляет оптимальную оценку и в дополнение к ней
определяет дисперсию ошибки. Недостаток такого подхода заключается в том,
что в реальной задаче функции распределения вероятностей оцениваемого па-
раметра и ошибок измерения неизвестны. Новый предложенный нами подход не
требует априорного знания функции распределения оцениваемого параметра и
ошибок измерения.

В рамках нашей задачи изучены вероятностные свойства оценки, вычисля-
емой с помощью предложенного нами метода, и её сходимость к оптимальной
байесовской оценке. Проведен объёмный статстический эксперимент для оценки
качества предложенного метода.

Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, Екатеринбург
(Россия)
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Устранение артефактов на изображениях компьютерной томографии сердца при 

помощи нейронной сети со слоями частичной свертки 

Мангилева Д.В1,3, Докучаев А.Д1, Хамзин С.Ю1,3, Лебедев Д.С2, Любимцева Т.А2, 

Зубарев С.В2, Соловьева О.Э.1,3 

1 ФГБУН Институт Иммунологии и Физиологии УрО РАН,  г.Екатеринбург 

2 НМИЦ им. Алмазова, г. Санкт Петербург 

3 УрФУ им пеервого Президеента России Б. Н. Ельцина, г.Екатеринбург 

 Компьютерная томография (КТ) является важным инструментом, позволяющим 

оценить геометрические и морфологические характеристики камер желудочков сердца 

человека. Автоматическая обработка и сегментация томографических изображений 

являются одним из ключевых этапов в построении персонифицированных моделей 

электрофизиологии. Однако, для категории пациентов с металлическими имплантами 

(например металлическими электродами, устанавливаемыми при сердечной 

ресинхронизирующей терапии (СРТ) [1]) автоматическая обработка затруднена, ввиду 

наличия артефактов на КТ изображениях, проявляющихся в виде концентрических 

ярко-белых полос и темных пятен [2-4]. В настоящей работе был предложен подход к 

автоматическому удалению металлических артефактов с КТ изображений. 

Удаление производилось с помощью нейронной сети Unet со слоем частичной 

свертки[5]. Были использованы все срезы КТ сердца 37 пациентов, прошедших 

процедуру СРТ в НМИЦ им. Алмазова г. Санкт Петербург. Часть этих изображений, 

которые были испорчены электродом, обрабатывались с помощью метода NMAR[6], 

затем для всех изображений искусственно создавались области, которые нейронная 

сеть должна предсказать. В тренировочной выборке было 14088 изображений (87 % от 

общего числа), 3153 из которых не подвергались методу NMAR; в валидационной 2000 

(13 % от общего числа) изображений. 

В результате после проведения 40 эпох с пакетной нормализацией, потери 

составляли 0.08, и после 60 эпох без пакетной нормализации, потери равнялись 0.06. 

PSNR для валидационной выборки составило 45.061, что соответствует неплохой 

предсказательной способности данной нейронной сети для конкретной выборки. 

1. Ревишвили А. Ш., Неминущий Н. М. Сердечная ресинхронизирующая терапия в 

лечении хронической сердечной недостаточности //Вестник аритмологии. – 

2007. – Т. 48. – С. 47-57. 

2. Kalender WA, Hebel R, Ebersberger J. Reduction of CT artifacts caused by metallic 

implants. Radiology 1987;164(2):576–577. 

3. Lee MJ, Kim S, Lee SA, et al. Overcoming artifacts from metallic orthopedic 

implants at high-field-strength MR imaging and multidetector CT. RadioGraphics 

2007;27(3):791–803. 
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Novel Techniques for Metal Artifact Reduction at CT: Practical Guide for 
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5.  Liu G. et al. Image inpainting for irregular holes using partial convolutions 

//Proceedings of the European Conference on Computer Vision (ECCV). – 2018. – С. 

85-100. 

6. Meyer E. et al. Normalized metal artifact reduction (NMAR) in computed 

tomography //Medical physics. – 2010. – Т. 37. – №. 10. – С. 5482-5493. 
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Ремасштабирование моделей поровых сетей на основе методов кластеризации для 

оценки фильтрационных параметров на масштабе месторождений нефти и газа 

Марков Павел Владимирович,  

г. Тюмень, ООО «МикроМодел», участник Сколково 

 

В работе представлен новый метод расчета фильтрационных параметров (метод 

ремасштабирования), характерных для масштаба нефтегазоносного пласта, на основе 

поромасштабных моделей пористой среды и методов кластеризации [2] распределений 

параметров этих моделей (например, радиус пор). В качестве поромасштабных моделей 

рассматриваются модели поровых сетей [1]. 

На базе программно реализованных разработанных методов проведены численные 

расчеты на основе результатов экспериментов на керне одного из месторождений нефти и 

газа, что позволило, в частности, выделить кластеры моделей, соответствующие различным 

типам пород и рассчитанным различным фильтрационным характеристикам (например, 

проницаемость).  

Данная задача призвана повысить точность численных расчетов для моделирования 

процессов фильтрации за счет учета микромасштабных эффектов и их последующего 

ремасштабирования до масштаба нефтегазоносных пластов, что является актуальной 

задачей для гидродинамического моделирования процессов разработки месторождений 

нефти и газа. 

 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта 

№ 18-31-00436 мол_а 
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MATHEMATICAL MODELING OF MAGNETIC HYPERTHERMIA
IN A SYSTEM OF AGGREGATION PARTICLES

A.F. ABU-BAKR 1,2 AND A.YU. ZUBAREV 1,3

The main goal of the present work is the mathematical modeling of influence of
the aggregates of particles, namely, two particles, coupled by the magnetic forces
and immobilized in a surrounding medium. Since the particles are immobilized, the
heat production (It is called hyperthermia effect) can be induced only by the Neel
remagnetization of the particles, through the potential barrier of the particle magnetic
anisotropy [1]. Magnetic hyperthermia is a method of material heating by embedded
micro- nanosized ferromagnetic particles under the influence of magnetic field. This
effect is very promising for the treatment of cancer like diseases [2]. There are many
scientific investigations that illustrate the role of the MH in vivo tumor regions and
allows up to 42◦C − 46◦C. We see that, in this temperature corridor the tumor cells
die.

In the present models, we consider two systems of ferromagnetic particles. In the
first one, they are randomly distributed in host medium. In the second one, they
are coupled in two-particles aggregates. The particles are completely immobilized;
any translation and rotation motion of the particles are forbidden. The systems are
placed in an external magnetic field H = H0 cos Ωt, where H0 is the amplitude
of magnetic field and Ω is the angular frequency of the field. The mathematical
modeling of a system of ferromagnetic particles placed in an alternating magnetic
field is presented. The mathematical models are formulated and depended on the Neel
remagnetization phenomenon (Debye remagnetization phenomenon). The models are
solved analytically and estimated the intensity of heat production in the tumor cells.

Our results show that, aggregation of the particles weakens the thermal effect at
strong magnetic anisotropy and enhances it – when anisotropy magnetic is a weak.
This conclusion should be taken into account at the organization of the practical
applications of magnetic hyperthermia.

Список литературы
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Сочетание факторов нормального старения 

кардиомиоцитов и патологических изменений при 

фибрилляции предсердий 

Нестерова Т.М.1,2,  Шмарко Д.В.1,2, Ушенин К.С.1,2 
1 Уральский федеральный университет, Екатеринбург, Россия 

2 Институт иммунологии и физиологии УрО РАН, Екатеринбург, Россия 

 

Возрастные изменения электрофизиологической функции 

кардиомиоцитов предсердий потенциально могут влиять на 

возникновение и развитие таких заболеваний, как, например, 

фибрилляция предсердий (ФП), встречаемость которой в 

человеческой популяции увеличивается с возрастом. 

Целью нашего исследования было разработать модель 

старения кардиомиоцитов предсердия, воспроизводящую 

характерные для человека возрастные изменения потенциала 

действия, а также проанализировать на этой модели сочетания 

факторов старения и ремоделирования кардиомиоцитов, 

возникающих при фибрилляции предсердий. 

Из-за недостатка экспериментальных данных по возрастному 

ремоделированию  ионных токов в кардиомиоцитах человека, мы 

перенесли относительные возрастные изменения, наблюдаемые у 

собак, на модели нормальных и патологически измененных 

кардиомиоцитов человека (Courtemanche et al. 1998).     

В ходе вычислительных экспериментов установлено, что при 

патологических изменениях характерных для ФП, относительные 

изменения потенциала действия (ПД) для кардиомиоцитов 

разного возраста существенно отличаются. В том числе 

значительные различия (p<0.00001) были обнаружены для 

потенциала покоя и максимальной высоты кальциевого перехода. 

Работа была поддержана грантом РФФИ № 18-015-00368, 

темой гос. задания ИИФ УрО РАН AAAA-A18-118020590031-8, 

грантом Президиума РАН, Постановлением правительства 211 от 

16 марта 2013 года. 
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Персонализация математических моделей кардиомиоцитов крысы на основе 

экспериментальных данных методом популяционного моделирования 

Шмарко Д.В.1,2*, Нестерова Т.М.1,2, Ушенин К.С.1,2, Соловьёва О.Э.1,2 
1) Уральский федеральный университет имени первого Президента России Б.Н. Ельцина, г. Екатерин-

бург, Россия 
2) Институт иммунологии и физиологии УрО РАН, г. Екатеринбург, Россия 

*E-mail: d.shmarko@yandex.ru 
Математическое моделирование является классическим методом для определения эксперимен-

тальных данных из экспериментов со сложными живыми системами.  
В работе предложен метод анализа экспериментальных данных из экспериментов с техникой sharp-

электрода и живых кардиомиоцитов. Предложенный метод заключается в создании популяции моделей 

и сравнении формы потенциала действия (ПД) каждой модели из популяции с конкретной эксперимен-

тальной записью ПД. Разница между формой потенциалов действия находится как функция расстояния 

между модельными и экспериментальными данными ПД. Далее считается функция плотности вероят-

ности как обратная величина от функции расстояния. Анализ функции плотности вероятности показы-

вает, насколько хорошо параметры модели соответствуют наблюдаемым результатам. 
В исследовании использовалась модель электрической активности предсердных неонатальных 

клеток крысы Majumder [1] и экспериментальные данные о нормальном неонатальном развитии клеток 

новорождённых крыс. Популяция моделей была построена путём варьирования максимальной прово-

димости каждого из мембранных ионных токов в математической модели в диапазоне 0% - 500%. 
В докладе будут представлены предварительные результаты и статистические характеристики по-

лучаемых результатов при использовании предложенного метода. 
Работа была поддержана грантом РФФИ № 18-015-00368, темой гос. задания ИИФ УрО РАН 

AAAA-A18-118020590031-8, грантом Президиума РАН, Постановлением правительства 211 от 16 

марта 2013 года. 
Список используемой литературы: 
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(2016). A mathematical model of neonatal rat atrial monolayers with constitutively active acetylcho-

line-mediated K+ current. PLoS computational biology, 12(6), e1004946. 
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ÐÀÇÄÅËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ ÐÅØÅÍÈß
ÄËß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÊÎÐÐÅÊÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×

Áåëÿåâ Â. Â.
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ

Óðàëüñêèé Ôåäåðàëüíûé Óíèâåðñèòåò

beliaev_vv@mail.ru

Èññëåäóåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à â ôîìå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Au = f (1)

íà ïàðå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ U, F ñ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì A, äëÿ êî-
òîðîãî îáðàòíûé îïåðàòîð A−1, â îáùåì ñëó÷àå, ðàçðûâíûé; ïðàâàÿ ÷àñòü çàäàíà
ïðèáëèæåííî ýëåìåíòîì fδ, ‖f − fδ‖ ≤ δ.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ëèíåéíûå íåêîððåêòíûå çàäà÷è è ñïîñîáû èõ ðåãóëÿðè-
çàöèè. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ
(êîìïîíåíò) ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ ìå-
òîäîì Òèõîíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì íîðìû ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà, íîðìû ïðîñòðàí-
ñòâà ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñàìîé ôóíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â
êà÷åñòâå ñòàáèëèçàòîðîâ. Äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è
è ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Òàêæå îáîñíîâàíà ñõîäèìîñòü äèñêðåòíûõ
àïïðîêñèìàöèé.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ìåòîäà ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà I-ãî ðîäà. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ïðîâîäèòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé
ìåòîä Íüþòîíà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû êàê ñ òî÷íûìè, òàê è ñ âîçìóùåí-
íûìè èñõîäíûìè äàííûìè êîãäà ðåøåíèå ðàçðûâíî, ðåøåíèå èìååò ðàçðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ. À òàê æå ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ñ ðàçäåëåíèåì ðåøåíèÿ íà íåñêîëü-
êî êîìïîíåíò: îäíà êîìïîíåíòà ñ ðàçðûâàìè, äðóãàÿ ñ ðàçðûâàìè ïðîèçâîäíîé;
îäíà êîìïîíåíòà ñ ðàçðûâàìè, äðóãàÿ ãëàäêàÿ.
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Борбунов Алексей Николаевич, ИММ УрО РАН, УрФУ 

Лаврова Мария Александровна, УрФУ 

 

Методы анализа влияния темперамента младенцев и особенностей 

детско-родительского взаимодействия на уровень социально-

эмоционального развития и навыки саморегуляции этих детей в 

раннем возрасте (лонгитюдное исследование) 

 

Доклад посвящен анализу данных, полученных в ходе лонгитюдного 

исследования раннего эмоционального развития, проводимого сектором 

раннего развития (Лаборатория мозга и нейрокогнитивного развития) 

департамента психологии УГИ УрФУ. На входе имеются данные о 

показателях темперамента младенцев (17 информационных точек) и 

экспертная оценка детско-родительского взаимодействия (анализ 

видеозаписей; 7 информационных точек) в определенном возрасте. 

Требуется показать, чем в большей степени обусловлен уровень 

дальнейшего социально-эмоционального развития этих детей и их навыки 

саморегуляции в более позднем возрасте (24 месяцев). Приводятся 

результаты применения нескольких методов анализа данных при решении 

этой задачи в 4 точках лонгитюдного исследования. 

 

 

Borbunov A.N., IMM UB RAS, UrFU 

Lavrova M.A., UrFU 

 

Methods for Analyzing the Influence of Temperament and Features of 

Parent-Child Interaction of Infants on the Social-Emotional Development 

and Self-Direction Skills of These Children when They Are Toddlers 

(Longitudinal Study) 

 

The report focuses on analyzing data, obtained in longitudinal study of early 

emotional development being conducted by Early Development Sector 

(Laboratory of Brain and Neurocognitive Development), Department of 

Psychology, UIH UrFU. An input is a data on measures of infant temperament 

(17 data points) and expert assessment of parent-child interaction (an analysis of 

video recordings; 7 data points) at a specified age. The aim is to show what 

significantly affects the social-emotional development and self-direction skills of 

these children when they are toddlers (24 months old). The results of applying 

several data analysis methods to solve this problem in 4 points of longitudinal 

study are presented. 
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Институт динамики систем и теории управления имени В.М. Матросова СО РАН 

Иркутск, Россия 

E-mail: sorokovikov.p.s@gmail.com 

 

Исследования по разработке численных методов невыпуклой оптимизации в по-

следние годы ведутся очень активно во многих научных организациях, как российских, 

так и зарубежных. К настоящему времени специалистами представлено большое коли-

чество методов и алгоритмов различного генезиса [1], отличающихся друг от друга вы-

числительными характеристиками. Работа посвящена созданию библиотеки алгорит-

мов с систематическим разделением на несколько подмножеств, численному исследо-

ванию свойств рассматриваемых алгоритмов с помощью проведения многовариантных 

вычислительных экспериментов на коллекции тестовых задач. 

Рассматривается задача поиска глобального минимума невыпуклой функции с 

прямыми (параллелепипедными) ограничениями:  

  min, ,f x x B    1 2| , ,..., , in i iB x x x x x x x x    . 

Библиотека алгоритмов разработана на языке C и включает в себя приведенные 

ниже подмножества методов. 

I. Методы глобального одномерного поиска. 

1.1. Алгоритмы, основанные на условии Липшица (Гёльдера) функции [2]  

(модификации методов Евтушенко, Пиявского, Стронгина, комбинированный 

алгоритм на основе методов Стронгина и «парабол»). 

1.2. Алгоритмы, основанные на условии Липшица производной функции [3] 

(модификация метода Брента, алгоритм Lera–Сергеева). 

1.3. Алгоритмы, основанные на эвристической идеологии [4] 

(модификация метода «парабол», алгоритм «сжимающего перебора»). 

1.4. Семейство «вероятностных» P-алгоритмов Жиглявского–Жилинскаса 

(методы на основе гладких, винеровских, интегрально-винеровских моделей 

процессов). 

II. Поисковые методы многомерной невыпуклой оптимизации. 

2.1. Алгоритмы, основанные на методах глобального одномерного поиска [4–5] 

(модификации многомерного метода «парабол», туннельного алгоритма, мето-

да Пауэлла, партан-метода, методов Розенброка, криволинейного поиска, сфе-

рического поиска). 

2.2. Поисковые алгоритмы, не использующие методы одномерной оптимизации 

(метод Растригина, модификация метода Лууса-Яаколы, метод поиска с запре-

тами, метод случайных покрытий, экспертный метод). 

2.3. «Биоинспирированные» поисковые алгоритмы [6]. 

2.3.1. Эволюционные алгоритмы (модификация генетического алгоритма, 

метод дифференциальной эволюции, комбинированный алгоритм на 

основе методов генетического поиска и роя частиц). 

2.3.2. Популяционные алгоритмы, «вдохновленные» живой природой, в том 

числе методы роевого интеллекта (метод биогеографии, метод роя ча-

стиц, алгоритм светлячков, алгоритм опыления цветков).  

2.3.3. Алгоритмы, «вдохновленные» неживой природой и человеческим об-

ществом (метод гармонического поиска, алгоритм оптимизации по 

принципу «учитель-ученик», культурный алгоритм). 
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2.4. Комбинированные алгоритмы невыпуклой оптимизации на основе глобализо-

ванных методов и методов локального поиска 

(метод MSBH («Monotonic Sequence Basin Hopping»), модификация метода 

имитации отжига, двухметодные вычислительные схемы на основе «биоинспи-

рированных» алгоритмов и методов локального поиска).  

В качестве алгоритмов локального спуска используются квазиньютоновские 

методы L-BFGS (Limited memory Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno) [7] и ме-

тод, основанный на алгоритмах DFP (Davidon–Fletcher–Powell) и BFGS [8], а 

также декомпозиционный градиентный метод («рейдер-метод») [9]. 

В работе не рассматриваются алгоритмы, требующие больших затрат оператив-

ной памяти компьютера (интервальные, диагональные методы, методы семейства «alfa–

BB» и другие) в связи с жесткими ограничениями на классы и размерности решаемых 

задач.  

Коллекция тестовых задач включает в себя как модельные, так и содержательные 

задачи невыпуклой оптимизации с параллелепипедными ограничениями. На основе 

проведенного тестирования можно сделать вывод о работоспособности предложенной 

методики разделения библиотеки алгоритмов на подмножества, исходя из генезиса ал-

горитма. Приводятся результаты вычислительных экспериментов. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 19-37-90065. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ЛИНЕЙНОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ К НЕЛИНЕЙНОЙ ФОРМАЛИЗАЦИИ

ЗАДАЧИ БЕСКОНФЛИКТНОГО СЛИЯНИЯ ПОТОКОВ
ВОЗДУШНЫХ СУДОВ

А. А. Спиридонов, С. С. Кумков

В настоящее время движение воздушных судов (ВС) происходит по воздуш-
ным трассам, состоящим из коридоров в горизонтальной плоскости и эшелонов
в вертикальной. При этом трассы могут разветвляться или соединяться. В точке
соединения трасс возникает задача слияния потоков самолётов в единую оче-
редь. Такая задача особенно актуальна в зонах подхода и аэропортовых зонах,
где плотность воздушного движения чрезвычайно высока. Основным требовани-
ем при слиянии потоков ВС является наличие минимального безопасного вре-
менного интервала между моментами прибытия ВС в точку слияния.

Имеется два основных инструмента изменения момента прибытия ВС в точку
слияния потоков. Первый из них - управление скоростью движения самолёта,
которое позволяет достичь относительно небольшого изменения момента прибы-
тия как в сторону более раннего, так и в сторону более позднего времени. Для
значительных задержек используется второй инструмент - схемы задержки. Под
схемами задержки понимаются дополнительные элементы воздушных трасс, при
движении по которым ВС вырабатывают необходимые величины задержек.

В докладе рассматривается простейший нелинейный функционал оптимально-
сти актуального момента прибытия ВС в точку слияния: квадрат отклонения от
номинального момента прибытия. Показатель оптимальности всей слитой очере-
ди - сумма показателей по всем ВС. На его примере исследуется эффективность
применения традиционных методов безусловной минимизации — метода прямо-
го поиска Хука-Дживса и метода Ньютона. При этом применяется два варианта
перехода к задаче безусловной минимизации от исходной задачи с ограничени-
ями (ограничения на промежуток вариации момента прибытия, ограничение на
выдерживание безопасного интервала между результирующими моментами при-
бытия): посредством введения жёстких ограничений и введения мягких ограни-
чений. В случае использования жёстких ограничений дополнительно рассматри-
вается задача выбора начальной точки для метода минимизации, строго удовле-
творяющей всем ограничениям.

Показываются проблемы применения классических методов. Изучается воз-
можность применения метода SLP (Successive Linear Programming). Суть его за-
ключается в том, что на каждой итерации производится линеаризация мини-
мизируемого функционала и функций ограничений, после чего решается задача
линейного программирования, которая даёт направление минимизации для этой
итерации.

1
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2 А. А. Спиридонов, С. С. Кумков

Приводятся результаты применения указанных методов для типовых наборов
моментов прибытия ВС.

Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, Екатеринбург
(Россия)
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Î ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ïîäñëó÷àÿõ çàäà÷è open shop ñ

ìàðøðóòèçàöèåé

Õðàìîâà À.Ï., ×åðíûõ È.Ä.
Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Çàäà÷à open shop âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå Ãîíçàëåçà è Ñàíè â 1976 ãîäó [3] è
ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé â òåîðèè ðàñïèñàíèé. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî èç M ìàøèí, êîòîðûå
âûïîëíÿþòN ðàáîò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàçáèâàåòñÿ íà îïåðàöèè. ×èñëî îïåðàöèé êàæäîé
ðàáîòû ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ìàøèí, ïðè÷¼ì êàæäîé ìàøèíå ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
îïåðàöèÿ êàæäîé ðàáîòû. Îäíà ìàøèíà íå ìîæåò âûïîëíÿòü íåñêîëüêî ðàáîò çà ðàç, è
ðàçëè÷íûå îïåðàöèè îäíîé ðàáîòû íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ íà äâóõ ìàøèíàõ îäíîâðåìåííî;
â îñòàëüíîì ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Çàäà÷à ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ ðàáîò ìàøèíàìè ìèíèìàëüíîé äëèíû,
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿëî áû ýòèì îãðàíè÷åíèÿì. Â òîé æå ðàáîòå [3] áûë ïðåäñòàâëåí
ëèíåéíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è open shop â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ìàøèí M = 2.

Îäíèì èç îáîáùåíèé ýòîé ïîñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à open shop ñ ìàðøðóòèçàöèåé,
âïåðâûå ðàññìîòðåííàÿ â 2006 ãîäó â ðàáîòå Àâåðáàõà, Áåðìàíà è ×åðíûõ [1]. Çäåñü âñå
ðàáîòû ñîäåðæàòñÿ â âåðøèíàõ íåêîòîðîãî ð¼áåðíî-âçâåøåííîãî ãðàôà � òðàíñïîðòíîé

ñåòè. Ìàøèíû, ïåðåìåùàÿñü ïî ð¼áðàì ãðàôà çà âðåìÿ, ðàâíîå âåñó ðåáðà, äîëæíû
íàõîäèòüñÿ â âåðøèíå, ÷òîáû âûïîëíèòü ðàñïîëîæåííûå â íåé ðàáîòû. ×àñòíûì ñëó÷àåì
òàêîé ïîñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à êîììèâîÿæ¼ðà.

Ìàøèíû â çàäà÷å ñ ìàðøðóòèçàöèåé íà÷èíàþò ðàáîòó â íåêîòîðîé âåðøèíå, íàçûâàåìîé
áàçîé, è äîëæíû âåðíóòüñÿ â íå¼ ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ ðàáîò. Ýòà áàçà ìîæåò áûòü
ôèêñèðîâàííîé, òî åñòü, áûòü çàäàííîé ïî óñëîâèþ çàäà÷è, ëèáî íåôèêñèðîâàííîé, òî åñòü,
îïðåäåëÿòüñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à open shop ñ ìàðøðóòèçàöèåé ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé äàæå â
ñëó÷àå M = 2. Íî â 2016 ã. ×åðíûõ [2] ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà áàçà íåôèêñèðîâàíà è
òðàíñïîðòíàÿ ñåòü � äåðåâî, çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé ëèíåéíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ äâóõìàøèííîé çàäà÷è
open shop , à òàêæå åãî îáîáùåíèå íà íåêîòîðûå ïîäñëó÷àè çàäà÷è open shop ñ ìàðøðóòèçàöèåé
è íåôåêñèðîâàííîé áàçîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæåí ëèíåéíûé àëãîðèòì äëÿ ýòîé çàäà÷è â
ñëó÷àå, êîãäà òðàíñïîðòíàÿ ñåòü � öèêë.
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Восстановление вертикального профиля метана в атмосфере Земли 

методом Левенберга-Марквардта и его модификациями с помощью 

программного обеспечения FIRE-ARMS. 

 

В докладе сравниваются метод Левенберга-Марквардта и его 

модифицированный вариант в задаче восстановления вертикального 

профиля содержания метана в атмосфере Земли. Показано, что 

использование модифицированного метода позволяет ускорить вычисления. 

 

 

Pavel Chistyakov, IMM UB RAS, UrFU 

Ilya Zadvornykh, UrFU 

 

Retrieval the vertical profile of methane in the Earth’s atmosphere by the 

Levenberg-Marquardt method and its modifications using the FIRE-ARMS 

software. 

 

The report compares the Levenberg-Marquardt method and its modified version 

in the task of retrieval the vertical profile of methane content in the Earth’s 

atmosphere. It is shown that the use of the modified method allows one to speed 

up the calculations. 
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Bifurcation from zero and infinity in nonlinear eigenvalue problems for
ordinary differential equations of fourth order

N.A. Mustafayeva
Ganja State University, Ganja, Azerbaijan

z aliyev@mail.ru, natavan1984@gmail.com

The nonlinear eigenvalue problem for the fourth order ordinary differential equations
with nonlinear perturbation of Rabinowitz type is considered. Showing the existence of
four families of global continua of solutions corresponding to the usual nodal properties and
bifurcating from from zero and infinity .

Consider the equation

`y ≡ (py′′)′′ − (qy′)′ + r(x)y = λτy + g(x, y, y′, y′′, y′′′, λ), x ∈ (0, l), (0.1)

subject the boundary conditions

y′(0) cosα− (py′′)(0) sinα = 0, y(0) cos β + Ty(0) sin β = 0,
y′(l) cos γ + (py′′)(l) sin γ = 0, y(l) cos δ − Ty(l) sin δ = 0,

(0.2)

where λ ∈ R is a spectral parameter, Ty ≡ (py′′)′ − qy′, p ∈ C2[0, l], q ∈ C1[0, l], r, τ ∈
C0[0, l], p, τ > 0, q ≤ 0 on [0, l], α, β, γ, δ ∈ [0, π

2
], g ∈ C0 ([0, l]× R5) and satisfies one or

both of the following conditions: for any bounded interval Λ ⊂ R

g(x, u, s, v, w, λ) = o (|u|+ |s|+ |v|+ |w|) as |u|+ |s|+ |v|+ |w| → ∞, (0.3)

or
g(x, u, s, v, w, λ) = o (|u|+ |s|+ |v|+ |w|) as |u|+ |s|+ |v|+ |w| → 0, (0.4)

uniformly for x ∈ [0, l] and λ ∈ Λ.
By [1, Theorem 1.2] the eigenvalues of the linear problem

`y = λτ(x)y(x), x ∈ (0, l),
y ∈ B.C. , (0.5)

are real and simple and form an infinitely increasing sequence {λk}∞k=1, where by B.C. we
denote the set of boundary conditions (0.2). Moreover, for each k ∈ N the eigenfunction
yk(x) corresponding to the eigenvalue λk has k − 1 simple nodal zeros in (0, l)).

Let E = C3[0, l] ∩ B.C. be the Banach space with the usual norm ||u||3 = ||u||∞ +
||u′||∞ + ||u′′||∞ + ||u′′′||∞, where ||u||∞ = max

x∈[ 0,l]
|u(x)|. For each k ∈ N and each ν ∈ {+ , −}

by Sνk denote the set of functions y ∈ E which have exactly k − 1 simple nodal zeros in
(0, l), are positive in a deleted neighborhood of x = 0 and satisfies some other properties of
eigenfunctions of problem (0.5) (see [1, § 3]).

Let F denote the closure of the set of nontrivial solutions of problem (0.1)-(0.2). For any
set B ⊂ R× E we let PR(B) denote the projection of B onto R.
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Theorem 0.1. Let (0.5) holds. Then for each k ∈ N and each ν ∈ {+ , −} there exists a
continuum Cνk of solutions of problem (0.1)-(0.2) in (R× Sνk )∪ {(λk, 0)} which meets (λk, 0)
and is unbounded in R× E.

Theorem 0.2. For each k ∈ N and each ν ∈ {+,−} there exists a connected component Dνk
of F which meets (λk,∞) and has the following properties: (i) there exists a neighborhood
Qk of (λk,∞) in R×E such that Qk ∩ (Dνk\(λk,∞)) ⊂ R×Sνk ; (ii) either Dνk meets Dν′k′ for
some (k′, ν ′) 6= (k, ν), or Dνk meets (λ, 0) for some λ ∈ R, or PR(Dνk) is unbounded.

Theorem 0.3. If conditions (0.3) and (0.4) both hold, then for each k ∈ N and each ν ∈
{+ , −} we have Dνk ⊂ R×Sνk and alternative (i) of Theorem 0.2 cannot hold. Furthermore,
if Cνk meets (λ,∞) for some λ ∈ R, then λ = λk. Similarly, if Dνk meets (λ, 0) for some
λ ∈ R, then λ = λk.
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О положительно определенных ядрах интегральных операторов, сопутствующих 

краевым задачам для дробных дифференциальных уравнений 

Алероев М.Т. (НИУ ВШЭ, Россия, г. Москва),  

Алероева Х.Т.  (МТУСИ, Россия, г. Москва) 

         Аннотация: При спектральном анализе операторов, сопутствующих краевым задачам для 

дифференциальных уравнений дробного порядка [1, 2, 3] большую роль играет проблема положительной 

определенности или проблема эрмитовой неотрицательности соответствующего ядра  
𝐴+𝐴∗

2
. Доклад, в 

основном, посвящен этой проблеме. Различными методами установлена положительная определенность 

соответствующих ядер. Вообще-то говоря, надо отметить, что это весьма важная проблема оказалась очень 

трудной.  

        Ключевые слова:  персимметрическая матрица, собственные числа,  дробная производная, 

положительная определенность. 

 

On positive definite kernels of integral operators corresponding to the boundary value 

problems for fractional differential equations 

Mukhamed Aleroev (NRU HSE, Russia, Moscow),  

Hedi Aleroeva (MTUCI, Russia, Moscow) 

           Abstract: In the spectral analysis of operators corresponding to the boundary value problems for fractional 

differential equations [1, 2, 3], the problem of positive definiteness or the problem of Hermitian nonnegativity of the 

kernel of the operator  
𝐴+𝐴∗

2
 plays an important role. This paper is mainly devoted to this problem. There are various 

methods to establish the positive definiteness of the corresponding nuclei. Generally speaking, it should be noted 

that this very important problem turned out to be very difficult. 

           Keywords: persymmetric matrix, eigenvalues, fractional derivative, positive definiteness 
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ОБ УСТОЙЧИВОМ АЛГОРИТМЕ РЕШЕНИЯ ОДНОГО КЛАССА ДВУМЕРНЫХ 

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА I РОДА 

Антипина Е.Д.1,2, Солодуша С.В.1 

1Институт систем энергетики им. Л.А. Мелентьева СО РАН, г. Иркутск, Россия 
2Иркутский государственный университет, г. Иркутск, Россия 

 

В работе используется подход, основанный на применении аппарата интегро-

степенных рядов Вольтерра для моделирования нелинейных динамических систем типа 

“вход-выход”, в случае, когда входной сигнал ( )Ttxtxtx )(),()( 21=  есть вектор-функция 

времени [1]. Доклад посвящен разработке алгоритма численного решения одного класса 

двумерных интегральных уравнений Вольтерра I рода  

),,(),(
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−

−
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     (2) 

t  , : , , 0, 0t h t h t T h   = +      , который возникает в задаче идентификации 

несимметричного ядра 12K . Здесь правые части 
)2()1(

, ff  – составляющие отклика эталонной 

модели на кусочно-постоянные тестовые сигналы длительностью h  [2]. 

Разработан устойчивый алгоритм численного решения парного интегрального 

уравнения (1), (2) на основе метода типа Рунге-Кутта [3]. Исследование выполнено с 

помощью пакета прикладных программ Matlab. 

 

Работа выполнена в рамках проекта государственного задания 17.3.1 (рег. № АААА-

А17-117030310442-8) фундаментальных исследований СО РАН. 
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МНОЖЕСТВО ДОСТИЖИМОСТИ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ
ДРОБНОГО ПОРЯДКА

А. С. БАННИКОВ

Рассматривается управляемая система в конечномерном евклидовом простран-
стве. Движение описывается линейной системой дробного порядка вида

(1)
(CDα

0+z) = Az + u,

z(0) = z0,

где CDα
0+f — производная по Капуто порядка α функции f . В начальный момент

времени задано начальное условие z(0) = 0. Управление u ограничено выпуклым
компактом U ⊂ Rk.

Даётся описание множества достижимости в пространстве переменой z. По-
строено экстремальное управление, переводящее начальное положение на грани-
цу множества достижимости, как решение соответствующей задачи оптимально-
го быстродействия.

Приведены численные примеры на плоскости и в пространстве.

Работа поддержана грантом РФФИ, № 20-01-00293.
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Âèçóàëèçàöèÿ òð¼õìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

äëÿ ìàøèíû Äóáèíñà

Âàñ¼â Ï.À., Ïàöêî Â.Ñ., Ôåäîòîâ À.À.

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í.Êðàñîâñêîãî, Åêàòåðèíáóðã

�àçðàáîòàí èíñòðóìåíò, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæíî èññëåäîâàòü òð¼õìåðíûå ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè äëÿ íåëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, èçâåñòíîé êàê ìàøèíà Äóáèíñà. Ýòî

îäíà èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ìîäåëåé óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè. Äàííàÿ ìîäåëü

èñïîëüçóåòñÿ êàê â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òàê è â ïðèêëàäíûõ ðàáîòàõ.

Äèíàìèêà äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ è ñ îãîâîðåííûì äèà-

ïàçîíîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé óãëîâîé ñêîðîñòè çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåëèíåéíîé ñèñòåìû

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà:

ẋ = cosϕ,
ẏ = sinϕ,
ϕ̇ = u, u ∈ [u1, u2], 0 < u1 < u2.

(1)

Çäåñü x, y � êîîðäèíàòû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, ϕ � óãîë íàïðàâëåíèÿ

âåêòîðà ñêîðîñòè, u � ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå. Âåëè÷èíà ëèíåéíîé ñêîðîñòè ïîñòîÿííà è

ðàâíà åäèíèöå. Ïàðàìåòðû u1 è u2 çàäàþò îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå. Ïîñòðîåíèå òð¼õ-

ìåðíûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ òèïîâûõ îãðàíè÷åíèé áûëî ðàññìîòðåíî â ðàáîòàõ [1℄

(u1 = −u2 = −1, ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé) è [2℄ (0 < u1 < u2 = 1, ñëó÷àé ñòðîãî îäíîñòîðîííåãî
ïîâîðîòà).

Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïîñòðîåíû â ðàáîòå [1℄ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì âûÿâëåííîãî ñâîéñòâà î ÷èñëå (íå áîëåå äâóõ) ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ, âåäóùåãî

íà ãðàíèöó. Äëÿ ñëó÷àÿ ñòðîãî îäíîñòîðîííåãî ïîâîðîòà ïîñòðîåíèå òð¼õìåðíîãî ìíîæå-

ñòâà äîñòèæèìîñòè óñëîæíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé óïðàâëåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ

ñ ðîñòîì âðåìåíè è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îãðàíè÷åíî. Â ðàáîòå [2℄ îïèñàíû ñîîòâåòñòâóþùèå

ñå÷åíèÿ ïî óãëîâîé êîðäèíàòå.

�àçëè÷íûå ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàäåëÿþùèå èõ ëèíèè ïðåä-

ñòàâëåíû õàðàêòåðíûìè òèïàìè äâèæåíèé, êîòîðûå òðåáóåòñÿ îòðàæàòü íàðÿäó ñ ìíîæå-

ñòâàìè. Èñïîëüçóåìûå ðàíåå ãðà�è÷åñêèå ñðåäñòâà ìîðàëüíî óñòàðåëè è óæå íå ïîääåðæè-

âàþòñÿ ðàçðàáîò÷èêîì (Cortona VRML). Ñ ó÷¼òîì íîâûõ ïîòðåáíîñòåé áûë ðàçðàáîòàí íàáîð

ãðà�è÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è äëÿ óäîáíîãî âè-

çóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðèìåð ðàáîòû ïîëó÷åííîé ïðîãðàììû âèçóàëèçàöèè ïîêàçàí íà

ðèñ. 1. Çäåñü èçîáðàæåíû ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè íà ìîìåíò t = 2π äëÿ ñèììåòðè÷íîãî

ñëó÷àÿ, à òàêæå íåñêîëüêî ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé, èäóùèõ ïî ãðàíèöå.

Äàííûé èíñòðóìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåá-ïðèëîæåíèå òðåõìåðíîé ãðà�èêè WebGL.

Âõîäîì ñëóæèò íàáîð �àéëîâ çàäàííîãî �îðìàòà ñ ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòàííûìè êîîð-

äèíàòàìè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ôàéëû çàãðóæàþòñÿ è îáðàáàòûâàþòñÿ â

áðàóçåðå ïîëüçîâàòåëÿ. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè âèçóàëèçèðóåòñÿ ñîãëàñíî èíòåðàêòèâíî

âûáèðàåìîìó íîìåðó �àéëà, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè ðàçâèòèÿ

1
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�èñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ ðàáîòû ïðîãðàììû âèçóàëèçàöèè

ìíîæåñòâà. Ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü çàäàâàòü è êîìáèíèðîâàòü ðàçëè÷íûå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ âèçóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òàêèå êàê �îðìèðîâàíèå ñå÷åíèé, ìàñøòàáèðîâàíèå,

�èëüòðàöèÿ, è äðóãèå. �åàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿ àíèìàöèè ðàçâèòèÿ ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè âî âðåìåíè, à òàêæå ïî äðóãèì ïàðàìåòðàì åãî âèçóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Âèçóàëèçàöèÿ äîñòóïíà â ñðåäå Èíòåðíåò ïî àäðåñó http://viewlang.ru/dubins/. �åàëèçî-

âàí óäàë¼ííûé äîñòóï ê âõîäíîé èí�îðìàöèè, çàäàííîé â âèäå òèïîâîé ñòðóêòóðû (data.
sv),

âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ ìíîæåñòâà è òðàåêòîðèè, ðàçâåðíóòûå ïî âðåìåíè.

�àáîòà ïîääåðæàíà �îññèéñêèì Ôîíäîì Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé, ïðîåêò � 18-01-00410.

Ëèòåðàòóðà

[1℄ Ïàöêî Â.Ñ., Ïÿòêî Ñ.�., Ôåäîòîâ À.À. Òðåõìåðíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè íåëèíåé-

íîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû // Èçâåñòèÿ �ÀÍ. ÒèÑÓ. 2003. No 3. Ñ. 8�16.

[2℄ Ïàöêî Â.Ñ., Ôåäîòîâ À.À. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ ìà-

øèíû Äóáèíñà // Òð. Èí-òà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ. 2020. Ò. 26, �1. C. 182�

197.
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Задачи оптимального управления с фиксированным моментом окончания для 

линейных систем дробного порядка 

Гомоюнов М.И. 

Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН, 

г. Екатеринбург, Россия 

Рассматривается задача оптимального управления для динамической системы, 

описываемой линейным дифференциальным уравнением с дробной производной Капуто. 

Целью управления является минимизация показателя качества типа Больца, который 

состоит из двух слагаемых: первое оценивает состояние системы в зафиксированный 

терминальный момент времени, второе представляет собой интегральную оценку 

управления на всем промежутке времени. Для того, чтобы найти решение этой задачи, 

предлагается свести ее к некоторой вспомогательной задаче оптимального управления для 

динамической системы, описываемой обыкновенным дифференциальным уравнением 

первого порядка. Сведение основано на формуле представления решений линейных 

дифференциальных уравнений дробного порядка и осуществляется посредством 

некоторого линейного преобразования, которое называется информационным образом 

позиции исходной системы и может трактоваться как специальный прогноз движения этой 

системы на терминальный момент времени. Связь между исходной и вспомогательной 

задачами устанавливается как в классе программных, так и в классе позиционных 

управлений. Полученные результаты иллюстрируются на примерах. 

Информация на английском языке: 

Optimal Control Problems with a Fixed Terminal Time in Linear Fractional-Order Systems 

Gomoyunov M.I. 
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К ЗАДАЧЕ О НАХОЖДЕНИИ МАКСИМАЛЬНОГО
ВЫПУКЛОГО ПОДМНОЖЕСТВА1

Ершов А.А., Першаков М.В.

ИММ УрО РАН, г.Екатеринбург, Россия.

При формулировке определений и полученных результатов мы будем использовать
следующие обозначения из [1].

Посредством coM обозначим выпуклую линейную оболочку множества M ,〈
h∗, h

∗〉 — скалярное произведение h∗ и h∗ из Rn,
||h∗|| =

〈
h∗, h∗

〉1/2 — стандартную норму (порождённую скалярным произведением) в
евклидовом пространстве,

∠(h∗, h
∗) = arccos

〈
h∗, h

∗〉
||h∗|| · ||h∗||

∈ [0, π] — угол между векторами h∗ и h∗,

conM = {h = λx : λ > 0, x ∈ M} — конус в Rn, натянутый на множество M и с
вершиной в нуле.

Под проекцией p∗ точки x∗ на множество M мы понимаем ближайшую к x∗ точку
из M .

О п р е д е л е н и е 1. Пусть A — компакт в n-мерном евклидовом пространстве
Rn и z∗ ∈ Rn\A. Через ΩA(z∗) мы обозначим множество всех проекций точки z∗ на A,
через HA(z∗) = con(co ΩA(z∗) − z∗) — конус, натянутый на множество co ΩA(z∗) − z∗ =

{z − z∗ : z ∈ co ΩA(z∗)}.
Определим функцию αA(z∗) = max

h∗,h∗∈HA(z∗)
∠(h∗, h

∗) ∈ [0, π].

Полагаем αA = sup
z∗∈Rn\A

αA(z∗) ∈ [0, π].

Тогда если αA = α, то множество A назовём α-множеством.
Теорема 1 [2]. Пусть M — α-множество (α < π) в R2 со спрямляемой границей ∂M

конечной длины. Тогда имеет место оценка

h(∂M, ∂ coM) 6 λ(M) · tg α
2
.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть S — звездное 0-симметричное (центрально симмет-
ричное относительно начала координат) тело в Rn. Тогда коэффициентом вогнутости
Морделла называется следующая величина

ωS = inf
{
ω :

x+ y

2
∈ ω · S для любых x, y ∈ S

}
.

Кроме того, для того же тела S введём в рассмотрение коэффициент

kS = inf{k : coS ⊂ k · S}.
1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 18-01-

00221.
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Лемма 1 [3]. Для любого звездного 0-симметричного тела в Rn имеет место соот-
ношение

1

2
kS 6 ωS 6 kS.

Теорема 2. Для любого звездного 0-симметричного тела S в Rn имеет место оценка

h(∂S, ∂ coS) 6 λ(S) · kS − 1

2kS
.

Теорема 3. Пусть для множества A ∈ Rn имеет место оценка

h(∂A, ∂ coA) 6 ε,

где число ε > 0.
Тогда его выпуклое подмножество (геометрическая разность) M = coA −̇ B(0, ε)

удовлетворяет следующим соотношениям:

µn(M) = µn(coA)− µn−1(∂ coA) · ε+ µn(B(0, ε)),

h(A,M) 6
λ(coA)

q(coA)
· ε,

где B(0, ε) — шар с центром в нуле и радиусом ε, µn(M) — n-мерный объём множества
M , q(coA) — максимальное значение R, при котором coA −̇ B(0, R) 6= ∅ или, иными
словами, наибольший радиус шара, который можно вписать в coA.

Список литературы

[1] Половинкин Е.С., Балашов М. В. Элементы выпуклого и сильно выпуклого анали-

за. Москва: Физматлит, 2007. 438 с.

[2] Ушаков В.Н., Ершов А.А. Об оценке хаусдорфова расстояния между множеством

и его выпуклой оболочкой в евклидовых пространствах малой размерности // Труды

Ин-та математики и механики. 2018. Т. 24, № 1. С. 223–235.

[3] Ершов А.А., Першаков М.В. О соотношении альфа-множеств с другими обобщени-

ями выпуклых множеств // VI Информ. шк. молодого ученого : сб. науч. тр. Екатерин-

бург. 2018. С. 143–150.
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Î ÂÍÅØÍÈÕ ÎÖÅÍÊÀÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ

ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÌÈ

ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ

È. Â. Çûêîâ

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âíåøíèõ îöåíîê ìíîæåñòâ äî-
ñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ. Ðåøåíèå íåêîòîðîãî ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè (÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè [1]), êîòîðîå
ñâÿçàíî ñ ãðàìèàíîì óïðàâëÿåìîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿåò äèíàìèêó
îöåíèâàþùåãî ýëëèïñîèäà. Ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ìîæíî
ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ (â ñìûñëå âíåøíåé ñõîäèìîñòè)
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Ïðèâîäèòñÿ ÷èñëåííûé ïðèìåð äëÿ ñèñòåìû 2-ãî ïî-
ðÿäêà, ïîêàçûâàþùèé õàðàêòåð ñáëèæåíèÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] À. È. Åãîðîâ, Óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè, Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ (2001), 320 ñ.

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ ÐÀÍ, Åêàòåðèíáóðã
(Ðîññèÿ)

E-mail address: zykoviustu@mail.ru
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О СТАБИЛИЗАЦИИ БИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

И. Г. Ким

Пусть K = C или K = R; Kn = {x = col (x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ K}; Mm,n(K) —
пространство m× n-матриц с элементами из поля K.

Рассмотрим стационарную билинейную управляемую систему c запаздывани-
ем

(1) ẋ(t) = (A0 + u1A1 + . . .+ urAr)x(t) + (B0 + v1B1 + . . .+ vsBs)x(t− h),

здесь Aj , Bℓ ∈ Mn,n(K), j = 0, r, ℓ = 0, s; h — постоянное запаздывание; x ∈ K
n —

фазовый вектор; u = (u1, . . . , ur) ∈ K
r, v = (v1, . . . , vs) ∈ K

s — векторы управ-
ляющего воздействия. Исследуется задача стабилизации системы (1): требуется
построить векторы управления u = (u1, . . . , ur) ∈ K

r, v = (v1, . . . , vs) ∈ K
s такие,

что система (1) асимптотически устойчива.
Пусть коэффициенты системы (1) имеют специальный вид: матрица A0 имеет

форму Хессенберга; r = n; матрицы Aj , j = 1, r, — нижние треугольные, и
элементы выше (j − 1)-й поддиагонали матрицы Aj равны нулю; первые p − 1
строк и последние n− p столбцов матриц Bℓ, ℓ = 0, s, нулевые, то есть

A0 =




a011 a012 0 . . . 0
a021 a022 a023 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

a0n−1,1 a0n−1,2 . . . . . . a0n−1,n

a0n1 a0n2 . . . . . . a0nn




, a0i,i+1 6= 0, i = 1, n− 1;(2)

A1 =




a111 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
...

. . . 0
a1n1 . . . . . . a1nn




, A2 =




0 . . . . . . 0

a221
. . .

...
...

. . .
. . .

...
a2n1 . . . a2n,n−1 0




, . . . ,(3)

An =




0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0
an11 0 . . . 0


 , Bℓ =

(
0 0

B̂ℓ 0

)
, B̂ℓ ∈ Mn−p+1,p(K),(4)
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2 И. Г. Ким

где ℓ = 0, s, p ∈ {1, . . . , n}. По системе (1) построим матрицы Γ0 ∈ Mn,n(K),
Γ1 ∈ Mn,s(K) (см. [1, 2]):

Γ0 =




Sp (A1) Sp (A2) . . . Sp (An)
Sp (A1A0) Sp (A2A0) . . . Sp (AnA0)

. . . . . . . . . . . .

Sp (A1A
n−1

0 ) Sp (A2A
n−1

0 ) . . . Sp (AnA
n−1

0 )


,(5)

Γ1 =




Sp (B1) Sp (B2) . . . Sp (Bs)
Sp (B1A0) Sp (B2A0) . . . Sp (BsA0)

. . . . . . . . . . . .

Sp (B1A
n−1

0 ) Sp (B2A
n−1

0 ) . . . Sp (BsA
n−1

0 )


.(6)

Для системы (1), (2), (3), (4) без запаздываний (Bℓ = 0, ℓ = 0, s) было установ-
лено [1], что условие rankΓ0 = n является достаточным условием стабилизации.

Теорема 1. Пусть коэффициенты системы (1) имеют специальный вид (2),
(3), (4). Если выполнены условия

rankΓ0 = n, rankΓ1 = n,(7)

то система (1) стабилизируема.
Теорема 1 обобщает результаты работы [1] о стабилизации на билинейные си-

стемы специального вида с запаздыванием. Работа примыкает к статьям [2, 3].

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект №18–51–41005, 20–01–00293).
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Оптимальное управление линейными системами по данным наблюдений 

Костюкевич Д.А. 

Белорусский государственный университет, 

г. Минск, Беларусь 

Классические методы теории управления существенным образом используют 

предположение о том, что известна достаточно точная модель объекта управления. Однако на 

практике объекты, как правило, содержат немоделируемую динамику и неопределенности. В 

то же время упрощается процесс получения данных, что дало толчок развитию теории 

управления на основе данных. 

В данном докладе рассматривается задача оптимального управления линейным 

стационарным динамическим объектом при наличии ограничений на входные и выходные 

переменные. Математическая модель объекта неизвестна, доступны только исторические или 

экспериментальные данные наблюдений за его поведением, представляющие собой пары 

«вход-выход» в дискретные моменты времени. Идентификация системы по этим данным не 

проводится, напротив, они непосредственно включаются в постановку задачи оптимального 

управления. Для этого используется представление входных и выходных сигналов 

дискретных стационарных линейных систем как образ линейного оператора, задаваемого 

матрицей Ганкеля, которая построена по данным наблюдений. 

В предположении о наличии в данных неизвестных ограниченных ошибок 

формулируется задача оптимального гарантированного управления и на ее основе 

предлагается алгоритм управления объектом в режиме реального времени. Алгоритм 

использует принцип разделимости процессов наблюдения и управления в линейных 

системах, что приводит к специальным формулировкам задач оптимального управления и 

наблюдения только на основе доступных данных. 
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×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è
äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, âêëþ÷àþùèõ äèíàìèêó

¾ìàøèíà Äóáèíñà¿

Ìóíö Íàòàëüÿ Âëàäèìèðîâíà

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ ÐÀÍ

Êóìêîâ Ñåðãåé Ñåðãååâè÷

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ ÐÀÍ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåòî÷íûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

áûñòðîäåéñòâèÿ. Îõâàòûâàþòñÿ êàê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òàê è äèôôåðåí-

öèàëüíûå èãðû. Îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ëèíèè

æèçíè, èíûìè ñëîâàìè, ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðâîãî èãðîêà; â ñëó÷àå èãðû ïðè äî-

ñòèæåíèè ñèñòåìîé ëèíèè æèçíè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî áåçóñëîâíî âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê.

Èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áåç ëèíèè æèçíè.

Ïîêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷, ïðèâëåêàþùèõ ìîäåëüíóþ äè-

íàìèêó ¾ìàøèíà Äóáèíñà¿ � ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ è ðàçëè÷íûõ ïîñòàíî-

âîê êëàññè÷åñêîé èãðû ¾øîôåð-óáèéöà¿.
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П. Д. ЛЕБЕДЕВ, В. Н. УШАКОВ, А. А. УСПЕНСКИЙ
Алгоритмы оптимизации хаусдорфова отклонения компакта от

набора подвижных выпуклых множеств1

Пусть на плоскости задано компактное множество A ⊂ R2 и набор из выпуклых
компактных множеств Bi ⊂ R2, i = 1, n, n ∈ N. Рассматриваются собственные движе-
ния множеств из набора B = {Bi}n

i=1, то есть для каждого номера i = 1, n может быть
построено множество

B̂i = Π(ϕi)Bi + {xi}.
Здесь Π(ϕi)B означает преобразование

Π(ϕi)B ,
{
(cos ϕib1 − sin ϕib2, sin ϕib1 + cos ϕib2) ∈ R2 : (b1, b2) ∈ Bi

}

поворота компакта Bi на угол ϕi против часовой стрелки вокруг начала координат, а
сложение со множеством {xi} — сдвиг на вектор xi. Обозначим через Ψn множество
всех наборов из n чисел ϕi, таких, что ϕi ∈ [0, 2π], i = 1, n. Обозначим через Xn

множество всех наборов из n векторов xi ∈ R2, i = 1, n. Будем записывать набор из n
многоугольников, полученных путём комбинации поворота и параллельного переноса
каждого из элементов массива B :

B̂(Φ, X) ,
n⋃

i=1

(
Π(ϕi)Bi + {xi}

)
,

где Φ = {ϕi}n
i=1, X = {xi}n

i=1. Требуется найти такой массив чисел Φ∗ = {ϕ∗i }n
i=1,

ϕ∗i ∈ [0, 2π], i = 1, n, и массив X∗ = {x∗i }n
i=1, x∗i ∈ R2, i = 1, n, чтобы выполнялось

равенство
h
(
A, B̂(Φ∗, X∗)

)
= min

Φ∈Ψn,X∈Xn

h
(
A, B̂(Φ, X)

)
, (1)

где h(A,B) , max
a∈A

ρ(a, B) — хаусдорфово отклонение компакта A от компакта B,

ρ(a, B) , min
b∈B

‖a−b‖ — евклидово расстояние от точки a до множества B, ‖a‖ — ев-

клидова норма вектора a, подробнее см. [1]. По сути это обобщение изучавшейся ранее
задачи об отыскании положения одной фигуры, обеспечивающего минимум хаусдорфо-
ва отклонения от неё другой фигуры [2].

Рассматриваемую задачу можно рассматривать как отыскание таких движений
множеств Bi, i = 1, n, чтобы для получившихся в их результате фигур B̂i, i = 1, n
при минимально возможном ε выполнялось вложение

A ⊆
n⋃

i=1

(
B̂i + O(0, ε)

)
, (2)

где 0 = (0, 0), O(c, r) , {x ∈ R2 : ‖x− c‖ 6 r} — круг с центром в точке c, радиуса r.

По сути правая часть вложения (2) есть объединение ε -окрестностей множеств B̂i, i =
1, n. Минимальная величина ε равна значению выражения (1).

Методы решения задачи основаны на разбиении компакта A на зоны влияния мно-
жеств Bi, i = 1, n, аналогичных тем, которые применяются в задачах о нахождении
оптимального расположения наборов точек [3]. Назовём обобщённой зоной Дирихле
множества Bi в множестве A

D(i)(A,B) =

{
a ∈ A : ρ(a, Bi) = min

j=1,n
ρ(a, Bj)

}
, i = 1, n.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проектов 18-01-00221 и 18-01-00264.
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Применяемые алгоритмы основаны на том, что каждого из текущих компактов Bi, i =
1, n строится его обобщённая зона Дирихле. А затем, если D(i)(A, B) 6= ∅, то вычис-
ляется положение множества B̂i, дающее минимум хаусдорфова отклонения от него
D(i)(A,B), с применением оптимизационных методов, предложенных в [4]. Важным
новшеством алгоритма является то, что границы обобщённых зон Дирихле строятся
как рассеивающие линии в задаче быстродействия с круговой вектограммой скоростей
с центром в начале координат [5], в которой целевое множество совпадает с B. При
численной реализации алгоритма используется модификация разработанного ранее ав-
торами вычислительного комплекса [6].

Пример. Пусть задан неподвижный многоугольник A с набором вершин

(−4,−3), (−4, 3), (4, 3), (4,−3).

Также заданы два подвижных многоугольника: B1 с набором вершин

(−2.5, 2), (−3, 0.5), (−1.5, 0.5)

и B2 с набором вершин

(3,−2.5), (2.5,−1.5), (1.5,−3), (2,−3).

Требуется найти такой массив углов Φ∗ и векторов X∗, чтобы величина (1) была
минимальной.

Решение найдено путём многократного запуска программного комплекса. Най-
денные массивы, задающие перемещение подвижных многоугольников: Φ∗ = {5.667,
4.1001}, X∗ = {(−0.8052,−1.2492), (2.2218, 2.7228)}. Хаусдорфово отклонение фигу-
ры A от объединения B̂(Φ∗, X∗) фигур, полученных путём поворота и параллельного
перемещения фигур Bi, i = 1, 2 равно h

(
A, B̂(Φ∗, X∗)

) ≈ 2.9861. Результаты модели-
рования показаны на рис. 1. Зелёной линией обозначена граница многоугольника A,
фиолетовой линией — границы многоугольников Bi, i = 1, 2, красной линией — гра-
ницы многоугольников B̂i = Π(ϕi)Bi + {xi}, i = 1, 2, тонкой синей линией — границы
ε -окрестностей многоугольников B̂i, i = 1, 2, в объединение которых по формуле (2)
вложено A.

−6 −4 −2 0 2 4 6

−4

−2

0

2

4

x

y

Рис. 1. Расположение многоугольников в задаче об оптимизации хаусдорфова отклонения.
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ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÂÛÆÈÂÀÅÌÎÑÒÈ Â ÇÀÄÀ×Å

ÕÈÌÈÎÒÅÐÀÏÈÈ ÇËÎÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÎÉ ÎÏÓÕÎËÈ,

ÐÀÑÒÓÙÅÉ ÏÎ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÌÓ ËÎÃÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÌÓ

ÇÀÊÎÍÓ

Í. Ã. Íîâîñåëîâà

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñè-
ñòåìû ñ êóñî÷íî ìîíîòîííîé äèíàìèêîé [1, 2]. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ïîÿâëÿåòñÿ ïðè îïèñàíèè ïðîöåññà õèìèîòåðàïèè çëîêà÷åñòâåííîé îïó-
õîëè, ãäå âðåìÿ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ t ∈ [0, T ]:

(1)


dm

dt
= g(m)− γmf(h), m(t0) = m0, γ − const > 0

dh

dt
= −αh+ u(t), h(t0) = h0, α− const > 0,

çäåñü g(m) = rm

[
1−

(
m
θ

)β]
� îáîáùåííûé ëîãèñòè÷åñêèé çàêîí,

r, θ, β−const > 0, m � ÷èñëî çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê, h � êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà,
ñïîñîáíîãî óáèâàòü êëåòêè îïóõîëè, f(h) � ôóíêöèÿ òåðàïèè, îïèñûâàþùàÿ âîç-
äåéñòâèå ëåêàðñòâà íà êëåòêè îïóõîëè, u(t) � êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà, ââîäèìîãî
â îïóõîëü â åäèíèöó âðåìåíè (óïðàâëåíèå).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óïðàâëåíèå îãðàíè÷åíî:

(2) 0 ≤ u(t) ≤ Q,
ãäå Q - ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà, ââîäèìîãî â îïóõîëü â åäèíèöó âðå-
ìåíè.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ òåðàïèè f(h) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè è èìååò äâà ìàêñèìóìà.

Öåëüþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ òåðìèíàëüíîé
ôóíêöèè ïëàòû â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T :

(3) σ(m(T )) = mβ(T ; t0,m0, h0, u(·))→ inf
u(·)

.

Â ðàáîòå [3] ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ öåíû V al(t0,m0, h0) â çàäà÷å (1),(2),(3) ñëåäó-
þùåãî âèäà:

V al(t0, h0,m0) =

θβm0
βe−βγV (t0, h0)

θβe−β(r(T − t0)) + βmβ
0 r

∫ T

t0

e−β(r(τ − t0) + γV (τ, h0(τ)))dτ

,

ãäå V (t, h) êîíñòðóèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîé ñêëåéêè êîíå÷íîãî ÷èñëà
ãëàäêèõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê Êîøè äëÿ
âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà (ÃßÁ) [3].

1
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2 Í. Ã. Íîâîñåëîâà

Ðèñ. 1. Îïòèìàëüíûé ñèíòåç u(t, h), h = ĥ1, ĥ3 - òî÷êè ìàêñèìó-

ìà ôóíêöèè òåðàïèè f(h), à ĥ2 - åå òî÷êà ìèíèìóìà.

Îïòèìàëüíûé ñèíòåç â çàäà÷å (1),(2),(3) èìååò ñëåäóþùèé âèä [3](ñì. Ðèñ.1):

u0(t, h) =



αĥ1, (t, h) ∈ G1,

αĥ3, (t, h) ∈ G2,

Q, (t, h) ∈ Π1,

0, (t, h) ∈ Π2,

0, (t, h) ∈ Π3,

Q, (t, h) ∈ Π4 \ Γ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà W � ìíîæåñòâà ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è (1),(2),(3) (ñì. ðàáîòû [4, 5]), òî åñòü:

(4) W = {(t0,m0, h0) ∈ [0, T ]× [0,M ]× [0, L] : V al(t0,m0, h0) ≤Mβ},

ãäå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê â îðãàíèçìå, ñîâìåñòèìîå
ñ æèçíüþ ðàâíî

M = θ

(
1− γF

r

) 1
β

,

F = max
h∈[0,L]

f(h) = f(ĥ1) = f(ĥ3)

è L - ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå êîëè÷åñòâî õèìèîòåðàïåâòè÷åñêîãî ñðåäñòâà
â îðãàíèçìå.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî W ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ìíîæå-
ñòâîì âûæèâàåìîñòè äëÿ çàäà÷è (1),(2),(3) è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê (t0, h0,m0) ∈W ñïðàâåäëèâî, ÷òî m0 ≤M .
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ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÂÛÆÈÂÀÅÌÎÑÒÈ Â ÇÀÄÀ×Å ÕÈÌÈÎÒÅÐÀÏÈÈ ÇËÎÊÀ×ÅÑÒÂÅÍÍÎÉ ÎÏÓÕÎËÈ, ÐÀÑÒÓÙÅÉ ÏÎ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÌÓ ËÎÃÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÌÓ ÇÀÊÎÍÓ3

2. Ìíîæåñòâî W âèäà (4) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ẇ ∈ Y (w), ãäå

w = (t, h,m) 7→ Y (w) =

 1
g(m)− γmf(h)
−αh+ [0, Q]


3. Äëÿ ëþáîé òî÷êè w /∈W è äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè u(·) : [t0, T ] 7→

[0, L] ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t∗ ∈ (t0, T ), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

m(t∗; t0, h0,m0, u(·)) > M.

Òàêæå â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæå-
ñòâà W , èëëþñòðèðóþùèå òåîðåìó, ïðèâåäåííóþ âûøå.

Ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 17-01-00074).
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Оптимальная пропорция использования экологически чистой и грязной технологий в 
одной двухсекторной модели экономического роста 

 
Орлов С.М., Ровенская Е.А. 

МГУ им. Ломоносова 
     

Сформулирована задача оптимального управления, описывающая процесс 
совместной эксплуатации экологически чистой и грязной технологий в двухсекторной 
модели экономического роста с производственной функцией типа AK и логарифмической 
функцией полезности. Предполагается, что критерий качества включает в себя две 
конкурирующие цели: максимизацию потребления и максимизацию «зеленого» капитала, 
накопленного при помощи инвестиций в чистую технологию. Построенная задача 
оптимального управления двумерная, на бесконечном горизонте планирования и с 
незамкнутой областью управления. Строится решение краевой задачи принципа 
максимума Понтрягина, содержащее особый режим управления, характеризующийся 
пропорциональным экономическим ростом секторов экономики. Обосновывается 
оптимальность построенного экстремального решения на основе прямого сравнения 
значений функционала на экстремальном решении и любом допустимом. Для нахождения 
решения на начальном промежутке времени предлагается численный алгоритм решения 
краевой задачи, сводящий ее к последовательному решению двух задач Коши. 
Производится анализ оптимального решения в зависимости от параметров задачи. 
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Точки бифуркации кусочно-гладкого решения
уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана и их

классификация

А.С. Родин1

1 ИММ УрО РАН, Екатеринбург, Россия, a.s.rodin@imm.uran.ru
1 УрФУ ИЕНиМ, Екатеринбург, Россия, alexey.rodin.ekb@gmail.com

Аннотация: В данной статье рассматривается краевая задача Коши
уравнения Гамильтона - Якоби - Беллмана. Исследуется структура
кусочно-гладкого решения, и классифицируются его точки бифуркации.

Ключевые слова: уравнение Гамильтона - Якоби - Беллмана, точка
бифуркации, кусочно-гладкое решение

Введение

Уравнение Гамильтона - Якоби - Беллмана возникает в задачах опти-
мального управления, где его обобщенным решением является функция це-
ны. Как правило функция цены имеет точки, где она не дифференцируема.
В таком случае важным вопросом остается описание и построение сингуляр-
ного множества: множества точек в которых функция цены не дифферен-
цируема. Построение сингулярного множества достаточно сложная задача
поэтому, для упрощения построения сингулярного множества необходимо
найти точки бифуркации, точки «зарождения» сингулярного множества.
В работе [1] рассматривалась задача Коши для уравнения Гамильтона -
Якоби - Беллмана при тех же условиях на входные данные и получены
необходимые и достаточные условия описывающие точки бифуркации. В
данной работе проведена классификация точек биффуркации. Приведены
иллюстративные примеры.

1. Постановка задачи

Рассмотрим краевую задачу Коши для уравнения Гамильтона - Якоби
- Беллмана

Dtϕ(t, x) +H(Dxϕ(t, x)) = 0, ϕ(T, x) = σ(x), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

Dxϕ(t, x) =

(
∂ϕ(t, x)

∂x1
,
∂ϕ(t, x)

∂x2
, . . . ,

∂ϕ(t, x)

∂xn

)
.

Обозначим ΠT = {(t, x) : t ∈ [0, T ] , x ∈ Rn}.
Задача (1) рассматривается при следующих предположениях:

A1) функция H(s) дважды непрерывно дифференцируема, собственная [2]
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и гессиан D2H(s) положительно определен [3];
A2) функция σ(x) дважды непрерывно дифференцируема, матрица D2σ(x)
положительно определена.
Здесь D2σ(x) =

{
∂2σ(x)
∂xi,∂xj

}n,n
i=1,j=1

.

Условия A1), A2) обеспечивают существование и единственность обоб-
щенного (минимаксного и вязкостного) решения задачи (1) [4].

Как правило обобщенное решение задачи (1) содержит точки недиффе-
ренцируемости.

Определение 1. Множеством сингулярности Q для обобщенного ре-
шения ϕ задачи (1) является множество точек (t, x) ∈ ΠT , в которых
функция ϕ недифференцируема.

Определение 2. Точкой бифуркации (t∗, x∗) называется точка, для
которой выполнено следующее условие (t∗, x∗) ∈ Q \Q, где Q есть замыка-
ние множества Q.

Обобщенное решение задачи (1) будем рассматривать в классе кусочно-
гладких функций [4].

Определение 3. Непрерывная функция ϕ(·) : ΠT → R называется
кусочно-гладкой на открытой области G если

1) область определения G функции ϕ(·) имеет следующую структуру:

intΠT ⊃ G = ∪i∈IMi, Mi ∩Mj = ∅, i, j ∈ I, i 6= j,

где I = 1, 2, . . . , N , Mi—дифференцируемое подмногообразие в G;
2) сужение кусочно-гладкой функции ϕ(·) на M j , j ∈ J является непре-

рывно дифференцируемой функцией, где
J := i ∈ I : Mi −многообразие (n+ 1)− размерности, M j является за-
мыканием Mj;

3) для любых i ∈ I, (t1, x1), (t2, x2) ∈Mi выполняется условие J(t1, x1) =
J(t2, x2), где

J(t, x) := {j ∈ J : (t, x) ∈M j}.

2. Основной результат

Зафиксируем Mi, i ∈ I \ J дифференцируемое подмногообразие размер-
ности n+ 1− k. Обозначим символом M

[k]

i замыкание Mi, k ∈ 1, 2, . . . , n.
Разобъем точки бифуркации на классы в зависимости от размерности

дифференцируемого подмногообразия в замыкании которого лежат эти
точки.

Введем следующее обозначение

K(T − t∗, ξ∗) = E − (T − t∗)Dξ(DH(Dσ(ξ∗))).

2
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Рассмотрим множество троек (T−t∗, ξ∗, x∗), которые удовлетворяют сле-
дующим свойствам:

B1) rank(K(T − t∗, ξ∗)) = n− k;
B2) значение (T − t∗) = f(ξ∗), f : Rn → R, является локальным миниму-

мом функции |K(T − t∗, ξ∗)| = 0. Здесь |K(T − t∗, ξ∗)| является многочле-
ном степени n− k относительно переменной (T − t∗);

B3) ξ∗ является корнем уравнения |K(f(ξ∗), ξ∗)| = 0.
B4) x∗ = ξ∗ − (T − t∗)DH(Dσ(ξ∗)).

Теорема 1. Если выполнены условия A1)-A2), то для того, чтобы
точка бифуркации (t∗, x∗) ∈ M [k]

i необходимо и достаточно, чтобы были
выполнены условия B1)-B4).

Работа выполнена при поддержке РФФИ(грант №20-01-00362).
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÑÅÒÎ×ÍÛÕ ÑÕÅÌ Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ
ØÀÃÀÌÈ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Ñ
ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÏÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÓ

À. Ä. Ðîìàíåíêî

Â îáëàñòè QT = Ω× (0, T ) ñ Ω = [a, b] ⊂ R è ΓT = ∂Ω× (0, T ] èùåòñÿ ðåøåíèå
ñëåäóþùåé çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ:

(1)
Ly ≡ yt −Ay = u â QT ,
y(x, t) = 0 ïðè x ∈ ΓT ,

y(x, 0) = y0(x) ïðè x ∈ Ω.

Çäåñü ïîä Ay ïîíèìàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñîäåðæàùèé ïðîèç-
âîäíûå Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ

Ay =
1 + β

2

∂αy

∂xα
+

1− β

2

∂αy

∂(−x)α
, 1 6 α 6 2, β ∈ [−1, 1],

∂αy

∂xα
=

1

Γ(2− α)

∂2

∂x2

∫ x

a

y(ξ, t)

(x− ξ)α−1
dξ,

∂αy

∂(−x)α
=

1

Γ(2− α)

∂2

∂x2

∫ x

b

y(ξ, t)

(ξ − x)α−1
dξ.

Èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ñ äðîáíûìè ïðî-
èçâîäíûìè â äèôôåðåíöèàëüíîé è ðàçíîñòíîé ïîñòàíîâêàõ èìåþòñÿ â ðàáîòå
À.À. Àëèõàíîâà [1].

Ââîäÿòñÿ ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ

Yad = {y ∈ L2(0, T ;H
α
0 (Ω)) : |y(x, t)| 6 y ï.âñ. (x, t) ∈ QT },

Uad = {u ∈ L2(QT ) : |u(x, t)| 6 u ï.âñ. (x, t) ∈ QT },
ãäå y > 0, u > 0.

Öåëåâîé ôóíêöèîíàë âèäà

J(y, u) =
1

2

∫
QT

(y(x, t)− zd(x, t))
2 dxdt+

1

2

∫
QT

u2 dxdt,

ñ çàäàííûì íàáëþäåíèåì zd ∈ L2(QT ).
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå

(2)
min

(y,u)∈K
J(y, u),

K = {(y, u) ∈ Yad × Uad : âûïîëíåíî (1)}.

Òåîðåìà. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Íà ñåòêå ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðåìåííûìè øàãàìè ïî âðå-
ìåíè, ïðåäëîæåííûõ Â.È. Ëåáåäåâûì [4], äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ äðîáíîé

1
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2 À. Ä. Ðîìàíåíêî

ïðîèçâîäíîé ïðè ïîìîùè ïîòîêîâîé àïïðîêñèìàöèè èç ðàáîòû [3] çàìåíÿåòñÿ íà
ñåòî÷íûé îïåðàòîð

Ax =
1 + β

2
Lx +

1− β

2
Rx,

ãäå Rx = LT
x , ïðè÷åì ìàòðèöà Lx ÿâëÿåòñÿ íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé Òåïëè-

öà, â êîòîðîé íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ñòîÿò åäèíèöû. Ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ
Jh(y, u) ôóíêöèîíàëà è ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî óðàâíåíèå ñî-
ñòîÿíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû Ly = Mu, ãäå M � äèàãî-
íàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè çíà÷åíÿì øàãîâ ïî âðåìåíè. Ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà

L(y, u, λ) = Jh(y, u) + θ(y) + φ(u) + (λ,Ly −Mu).

Çäåñü (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, ∂φ, ∂θ � ñóáäèôôåðåíöèàëû âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
îãðàíè÷åíèé Uad, Yad ñîîòâåòñâåííî.

Ñåäëîâàÿ çàäà÷à äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïðèíèìàåò âèä

(3)

E 0 LT

0 E −E
L −E 0

y
u
λ

+

∂θ(y)
∂φ(u)

0

 ∋

zd
0
0

 .

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) èñïîëüçóåòñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûé èòåðàöèîí-
íûé ìåòîä òèïà ìåòîäà Óäçàâû [2] ñ ïðåäîáóñëîâëèâàòåëåì D = LM−1LT , ñïåê-
òðàëüíî ýêâèâàëåíòíûì ìàòðèöå L îïåðàòîðà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.

uk+1 + ∂φ(uk+1) ∋ λk,
yk+1 + ∂θ(yk+1) ∋ zd − LTλk,

LM−1LT λk+1 − λk

ρ
+Muk+1 − Lyk+1 = 0.

Ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ âêëþ÷åíèé ñâîäÿòñÿ ê ïîêîîðäèíàòíîìó ïðîåêòèðîâà-
íèþ âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè íà ýòè ìíîæåñòâà. Îáðàùåíèå LM−1LT ñâîäèòñÿ ê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî ÿâíûì
ôîðìóëàì ñ ìàòðèöàìè íèæíåé, äàãîíàëüíîé è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ôîðìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðîåêò � 19-01-00431 À.
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В работе рассматривается управляемое движение Российского космического аппарата “Казачок” 

на заключительном этапе его посадки на поверхность Марса. Этот этап является самым 

ответственным этапом космической части полета по Программе “ЭКЗО МАРС”. Однако 

существует опасность ударной посадки при ее выполнении на большой тяге двигательной 

установки (ДУ) с быстрым изменением скорости снижения, как показано в материалах Роскосмоса 

или как было реализовано управление посадкой Лунного модуля системы Saturn V. Для 

повышения безопасности посадки Авторами предлагается и исследуется режим и алгоритм 

управления, отличающий от стандартного алгоритма. В качестве аналога был взят режим 

управления “мягкой” стыковкой кораблей Союз и Прогресс с Международной Космической 

станцией.  

В предлагаемых алгоритмах посадка выполняется по следующему сценарию: предыдущие 

устройства (парашютная система, ДУ с тормозных двигателях с большой тягой) первоначально 

выводят КА  в множество допустимых позиций по координате и скорости; далее включаются 

алгоритмы управления плавным снижением, выводящие КА в терминальное множество позиций 

для мягкой посадки; движение в этом множестве с малой допустимой остаточной скоростью 

заканчивается мягким касанием опор поверхности Марса. При использовании предлагаемых 

алгоритмов обеспечивается: безопасная мягкая посадка из задаваемых областей, как из расчетных, 

так и нерасчетных начальных позиций; касание опор КА поверхности с малой остаточной 

скоростью допустимой величины; минимальное время движения КА из начальных позиций до 

входа в терминальное множество; минимально необходимая длительность работы двигателей ДУ 

с минимальными затратами топлива.   
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Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà
â çàäà÷àõ ïàññèâíîé íàâèãàöèè

ìåæïëàíåòíûõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ

Ñàçîíîâ Â.Â., Ñàìûëîâñêèé È.À.*, Ñîëîâü¼â Ñ.Â.,

Áóäçèíñêèé Ñ.Ñ., Çàâîðîòíûé À.Þ.

Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

ôàêóëüòåò êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé

*ivan.samylovskiy@cosmos.msu.ru

Ïðè îñóùåñòâëåíèè ìèññèé â äàëüíåì êîñìîñå (ìàíåâðû, ïîñàäêà â
çàïëàíèðîâàííûõ ðàéîíàõ è ò.ä.) òðåáóåòñÿ îïåðàòèâíîå îïðåäåëåíèå ïî-
ëîæåíèå êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà íà îðáèòå âîêðóã íåáåñíîãî òåëà. Â ñè-
ëó îáúåêòèâíûõ òðóäíîñòåé ìåæïëàíåòíîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ îò áîðòîâûõ èçìåðèòåëü-
íûõ ïðèáîðîâ (â ÷àñòíîñòè, îïòè÷åñêèõ). Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå èç
ýòèõ ïðèáîðîâ âûäàþò ëèáî ìàññèâû êâàòåðíèîíîâ (àñòðîäàò÷èêè îðè-
åíòàöèè), ëèáî íàáîðû óãëîâûõ êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåïåðíûõ
îáúåêòîâ (Ñîëíöå, ïëàíåòû). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîãî âåêòîðà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â òðåáóåìûé ìî-
ìåíò âðåìåíè êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà, çàäàþùå-
ãî îòêëîíåíèå "ïðîìîäåëèðîâàííûõ"èçìåðåíèé (ò.å. òåõ, êîòîðûå áûëè
áû ïðîèçâåäåíû íà "ïðîìîäåëèðîâàííîé"òðàåêòîðèè, ïîðîæäåííîé ïðè-
áëèæåíèåì ðåàëüíîãî ôàçîâîãî âåêòîðà) îò ðåàëüíûõ (ò.å. òåõ, êîòîðûå
áûëè ïîëó÷åíû ñ áîðòîâûõ ïðèáîðîâ):

J :=
N∑
i=1

||~µi (ti)− ~µm
i (ti; (~rm, ~vm)) ||2 → min

(~rm,~vm)
,

ãäå ti � ìîìåíòû èçìåðåíèé, ~µi � èçìåðåíèÿ, ïðîèçâåäåííûå áîðòîâîé
àïïàðàòóðîé â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè íà ðåàëüíîé òðàåêòîðèè ÊÀ (ðàç-
ìåðíîñòü êàæäîãî èç âåêòîðîâ çàâèñèò îò ôîðìû âûõîäíûõ äàííûõ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ïðèáîðà), à ~µm

i � "ïðîìîäåëèðîâàííûå"èçìåðåíèÿ, îñó-
ùåñòâëåííûå òåìè æå ïðèáîðàìè è â òå æå ìîìåíòû âðåìåíè, íî íà òðà-
åêòîðèè, ïîðîæäåííîé òåêóùèì ïðèáëèæåíèåì (~rm, ~vm) ðåàëüíîãî íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ (~r0, ~v0) ñèñòåìû óðàâíåíèé ïàññèâíîãî äâèæåíèÿ ÊÀ â
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ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå êîîðäèíàòṙ = v,

v̇ = −µ r

||r||3
+
∑

aâîçì.,

ãäå r, v ∈ R3 � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ è âåêòîð ñêîðîñòè öåíòðà
ìàññ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, aâîçì. � âîçìóùàþùèå ôàêòîðû (ïðèòÿæå-
íèå íåáåñíûõ òåë è ò.ä.)

Ó÷èòûâàåòñÿ äèíàìèêà ÊÀ êàê ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå ìîäåëèðóåòñÿ "êèíåìàòè÷åñêè"çà ñ÷åò íàöåëèâàíèÿ îïòè÷å-
ñêèõ îñåé îïðåäåëåííûõ ïðèáîðîâ íà ðåïåðíûå îáúåêòû (Ñîëíöå, ñïóò-
íèê íåáåñíîãî òåëà è ò.ä.).

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà
Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà è ïðîòîòèï ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ïîçâîëÿþ-
ùèé êîíôèãóðèðîâàòü ïðèáîðíûé ñîñòàâ ÊÀ (îò íåãî çàâèñÿò ïàðàìåòðû
âåêòîðîâ ~µi) è ïàðàìåòðû íàáîðà èçìåðåíèé (îò íåãî çàâèñèò ðàñïðåäå-
ëåíèå ìîìåíòîâ âðåìåíè ti).

Èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðàçëè÷-
íîì ðàñïðåäåëåíèè ìîìåíòîâ èçìåðåíèé è ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèêàõ
ïðèáîðíîãî ñîñòàâà. Äåìîíñòðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ òðà-
åêòîðèè ÊÀ ïî ðåçóëüòàòàì "óãëîâûõ"èçìåðåíèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ï.Å. Ýëüÿñáåðã. Ââåäåíèå â òåîðèþ ïîëåòà èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ
Çåìëè. Ì.: Íàóêà, 1965

[2] Ï.Å. Ýëüÿñáåðã. Îïðåäåëåíèå äâèæåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé.
Ì.: Íàóêà, 1976

[3] Ä.Å. Îõîöèìñêèé, Þ.Ã. Ñèõàðóëèäçå. Îñíîâû ìåõàíèêè êîñìè÷åñêî-
ãî ïîë¼òà. Ì.: Íàóêà, 1990
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Îá óñëîâèÿõ ñòàöèîíàðíîñòè â çàäà÷å î âûâåäåíèè
íàáîðà àâòîíîìíûõ îáúåêòîâ îáúåêòîì-íîñèòåëåì

Ñàìûëîâñêèé È.À.*, Ñàìûëîâñêàÿ À.Ê.,

Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

ôàêóëüòåò êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé

*ivan.samylovskiy@cosmos.msu.ru

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûì

ôóíêöèîíàëîì:

A :



ẋ = f(x, u) on ∆0 = [t0, T ],

ẏi = gi(yi, vi) on ∆i = [ti, T ], i = 1..n,

Φi(x(ti), y
i(ti)) = 0, i = 1..n,

Ψi(x(ti), y
i(ti)) ≤ 0, i = 1..n

ϕ1(x(t0), x(T )) = 0,

ϕ2(x(t0), x(T )) ≤ 0,

φ(u) ≤ 0,

ωi(vi) ≤ 0,

JA := J
(
x(t0), x(T ), y1(t1), y

1(T ), .., yn(tn), yn(T )
)
→ min

u,v1,..,vn
.

Çäåñü x(t) ∈ Rn � ôàçîâûé âåêòîð îáúåêòà-íîñèòåëÿ â ìîìåíò t,
yi(t) ∈ Rn � ôàçîâûé âåêòîð i-ãî îáúåêòà-ïîëåçíîé íàãðóçêè. Ìû ìî-

äåëèðóåì ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé íîñèòåëü ïåðåìåùàåòñÿ ìåæäó äâóìÿ

"îðáèòàìè"â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåâûìè óñëîâèÿìè

ϕ1(x(t0), x(T )) = 0, ϕ2(x(t0), x(T )) ≤ 0

ñáðàñûâàÿ ïîëåçíûå íàãðóçêè â ìîìåíòû âðåìåíè ti â ñîîòâåòñòâèè ñ

çàäàííûì èõ "ðàñïðåäåëåíèåì ïî îðáèòàì"

Φi(x(ti), y
i(ti)) = 0, Ψi(x(ti), y

i(ti)) ≤ 0, i = 1..n.

Äëÿ ïðîöåññà w0 = (x0, y1
0
, ..yn0, u0, v1

0
, .., vn0) ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñ-

øèðåííûé ñëàáûé ìèíèìóì è æåëàåì ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíî-

ñòè. Ìû ïîëó÷àåì èõ, "ðàçìíîæàÿ"çàäà÷ó â ñîîòâåòñòâèè ñ êîëè÷åñòâîì

èíòåðâàëîâ âðåìåíè, âûïèñûâàÿ óñëîâèÿ â íîâîé çàäà÷å è çàòåì ïåðå-

ïèñûâàÿ èõ â òåðìèíàõ èñõîäíîé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êîíöåâóþ

ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
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l = α0J
(
x(t0), x(T ), y1(t1), y

1(T ), .., yn(tn), yn(T )
)
+

n∑
i=1

αiΦi(x(ti), y
i(ti))+

+ αn+1ϕ1 (x(t0), x(T )) +
n∑

i=1

βiΨi(x(ti), y
i(ti)) + βn+1ϕ2 (x(t0), x(T )) ,

è ðàñøèðåííóþ ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà

H = ψxf(x, u) +
i−1∑
j=1

(
ψyjg(yj, vj)−mjωj(vj)

)
− hφ(v) on ∆i = [ti−1, ti],

where i = 1..n+ 1, and by de�nition tn+1 := T.
Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå ψx(t), ψyi(t) óäîâëåòâîðÿþò ñîïðÿæåííîé

ñèñòåìå
ψx(t0) = α0J

′
x(t0)

+ αn+1ϕ
′
1x(t0)

+ βn+1ϕ
′
2x(t0)

,

ψx(T ) = −α0J
′
x(T ) − αn+1ϕ1

′
x(T ) − βn+1ϕ2

′
x(T ),

ψyi(ti) = α0J
′
yi(ti)

+ αiΦ
′
yi(ti)

+ βiΨ
′
yi(ti)

, ψyi(T ) = −α0J
′
yi(T )

ñî ñêà÷êàìè

∆ψx(ti) = l′xi(ti)
= αiΦ

′
xi(ti)

+ βiΨ
′
xi(ti)

.

Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè èìåþò âèä{
ψxfu − hφu = 0 on [t0, T ],

ψyig
i
vi − σiωi

vi = 0 íà ∆i := [ti, T ], i = 1..n

çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - âèä

ψxf +
i−1∑
j=1

ψyig
i = c íà ∆i := [ti−1, ti], i = 1..n+ 1.
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ДВУХ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

РОБОТАМИ С ФАЗОВЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

 

П.С. Сороковиков 

Институт динамики систем и теории управления имени В.М. Матросова СО РАН 

Иркутск, Россия 

E-mail: sorokovikov.p.s@gmail.com 

 

Задачи оптимального управления (траекторной оптимизации) возникают повсе-

местно при рассмотрении и исследовании механических систем. В настоящее время 

одним из современных и актуальных классов задач траекторной оптимизации являются 

прикладные задачи из области управления роботами. Многие задачи указанного класса 

являются задачами оптимального быстродействия и имеют фазовые ограничения на 

траектории управляемой системы. Работа посвящена численному решению двух ниже-

приведенных прикладных задач. 

I. Задача оптимального управления мобильным роботом [1–3]. 

Математическая модель мобильного робота описывается следующей системой 

дифференциальных уравнений: 

   

   

 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2

0.5 cos ,

0.5 sin ,

0.5 .

x u u x

x u u x

x u u

 


 


   

На управления накладываются ограничения: ( ) 10, 1,2iu t i  . Фазовые координаты 

должны удовлетворять следующим неравенствам: 

     
2 2

1 1 21.5 2.5 2.5 0,g x x x     
 

     
2 2

2 1 21.5 7.5 7.5 0,g x x x     
 

     
2 2

3 1 23 2 8 0,g x x x     
 

     
2 2

4 1 23 8 2 0.g x x x     
 

Задача заключается в переводе системы из точки 0( ) (10,10,0)x t   в точку 1( ) (0,0,0)x t   

при выполнении всех ограничений за минимально возможное время 1t  , 1[0, ]t t . 

II. Задача оптимального управления манипулятором промышленного робота. 

Динамика движения плоского двухзвенного робота антропоморфного типа опи-

сывается следующей системой дифференциальных уравнений: 





























12212211

21111122
4

43

12212211

12222211
2

21

)()(

)()(

aaaa

aFMaFM
x

xx

aaaa

aFMaFM
x

xx









, 

где )( 1111 uxCM  , )( 21322 uxxCM  , 2

2131111 )sin( xxxRlmF  , 

2

4132222 )sin( xxxRlmF  , 
2

12

2

1111 lmma   , )cos( 131222112 xxlRmaa  , 

2

2222  ma . Здесь 31, xx  – углы поворота звеньев,  42, xx  – скорости поворота, 21,uu  – 
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программные значения углов поворота (управления), 21,ll  – длины звеньев, 21,mm  – 

массы звеньев, 21,  – радиусы инерции, 21,RR  – расстояния до центра масс, 21,CC  – 

коэффициенты передачи привода.  

На переменные задачи накладываются ограничения, связанные с конструктивны-

ми особенностями робота: 

2,1,)(  itui  , 

( ) 10, 1,2,iM t i   

1 1/ 6 ( ) 5 / 6 , [0, ],x t t t      

1 3 1/ 3 ( ) ( ) 5 / 6 , [0, ]x t x t t t      . 

Рассмотрен конкретный вариант робота со следующими характеристиками: 

62.71 m , 968.01  , 239.01 R , 50.01 l , 0.101 C , 

73.82 m , 973.02  , 251.02 R , 67.02 l , 0.102 C . 

Задача заключается в переводе системы из точки )0,6/,0,6/()( 0  tx   в точку 

)0,3/,0,6/5()( 1 tx   при выполнении всех ограничений за минимально возможное 

время 
1t .  

Усложненный вариант задачи содержит дополнительное ограничение, соответ-

ствующее контролю за взаимным влиянием звеньев:





1

12212211

21111122
12

)()(
F

aaaa

aFMaFM
a  , где   – степень взаимного влияния. Требу-

ется минимизировать   для некоторого 
1 1t t . 

Для численного решения задач используется дискретизация системы дифферен-

циальных уравнений и приближенные методы решения задачи Коши. При решении 

обеих задач все фазовые ограничения были приведены к терминальным путем введения 

кубических штрафных функционалов, позволяющих сохранить свойство непрерывно-

сти вторых производных. Терминальные задачи решались с помощью многометодной 

вычислительной схемы, включающей как поисковые (методы «парабол», Пауэлла, Рас-

тригина), так и градиентные (BFGS, метод сопряженных градиентов) алгоритмы. Пред-

ложенный подход и примененная многометодная вычислительная схема показали свою 

работоспособность при решении прикладных задач из области управления роботами. 

Приводятся результаты численного решения вышеуказанных задач. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект № 19-37-90065. 
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Безусловная стабилизируемость гамильтоновых систем в моделях роста 

К.ф.-м.н. Усова А.А.1,2, д.ф.-м.н. Тарасьев А.М,1,2 

1 ИММ УрО РАН, 2УрФУ 

Unconditional stabilizability of the Hamiltonian systems in growth models 

PhD Anastasiia Usova, Dr. Alexander Tarasyev 

 

АННОТАЦИЯ 

Доклад посвящен исследованию стабилизируемости гамильтоновых систем, возникающих 

при применении принципа максимума Понтрягина к задачам оптимального управления на 

бесконечном промежутке времени. Будет показано, что для стабилизации гамильтоновой 

системы в окрестности стационарной точки не требуется ничего, кроме существования 

самой стационарной точки. Данный факт получается в силу того, что линеаризованная 

гамильтонова система путем замены может быть приведена к линейной системе с 

гамильтоновой матрицей, которая обладает необходимыми для стабилизации свойствами. 

ABSTRACT 

The talk is devoted to the analysis of stabilizability of the Hamiltonian systems arising in 

applications of the Pontryagin maximum principle to the optimal control problems at the infinite 

time interval. The research reveals that for stabilizing the Hamiltonian systems at a steady state 

vicinity the only steady state's existence is required. This fact takes place due to the linearized 

Hamiltonian system can be reduced to a linear system with Hamiltonian matrix whose properties 

ensure the stabilizability of the original linear system. 
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МЯГКАЯ ПОИМКА В ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ
ПРЕСЛЕДОВАНИЯ

SOFT CAPTURE IN A NONLINEAR PURSUIT PROBLEM

Щелчков К.А.1

Ижевск, Удмуртский Государственный Университет

Рассматривается дифференциальная игра Γ(x0) двух лиц, описываемая системой вида

ẍ = f(x, u) + g(x, v), u ∈ U, v ∈ V, x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0,

где x ∈ R
k — фазовая переменная, u, v ∈ R

k — управляющие воздействия. Множество

U = {u1, . . . , um}, ui ∈ R
l, i = 1, . . . ,m, Множество V ∈ R

s — компакт. Функция f :

R
k×U → R

k — для каждого u ∈ U липшицева по x, функция g : Rk×V → R
k — липшицева

по совокупности переменных, то есть существуют положительные числа L1, . . . , Lm, L2

такие, что

‖f(x1, ui)− f(x2, ui)‖ 6 Li‖x
1 − x2‖, x1, x2 ∈ R

k, i = 1, . . . ,m,

‖g(x1, v1)− g(x2, v2)‖ 6 L2(‖x
1 − x2‖+ ‖v1 − v2‖), x1, x2 ∈ R

k, v1, v2 ∈ V.

Целью преследователя является приведение траектории системы и значения произ-

водной в любую наперед заданную окрестность нуля за конечное время. Преследователь

использует кусочно-постоянную стратегию, для построения которой разрешается исполь-

зовать только информацию о значении фазовых координат и скорости в точках разбиения

временного интервала. Получены достаточные условия на параметры игры для существо-

вания окрестности нуля, из которой происходит мягкая ε-поимка. Кроме того, доказано,

что, независимо от действий убегающего, время, необходимое преследователю для приве-

дения состояния системы и скорости в сколь угодно близкую окрестность нуля, стремится

к нулю с приближением начального положения к нулю. Основой для решения данной

задачи является понятие положительного базиса [1]. Данное исследование является про-

должением исследования [2].

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть f(0, u1), . . . , f(0, um) образуют положительный базис и

−g(0, V ) ⊂ Int(co{f(0, u1), . . . , f(0, um)}). Тогда существуют δ > 0, θ > 0 и T > 0 такие,

что для любых начальных положений x0, ẋ0 таких, что ‖x(0)‖ + θ‖ẋ(0)‖ 6 δ, в игре

Γ(x0, ẋ0, T ) происходит мягкая ε-поимка.

Литература

[1] Петров Н.Н. Об управляемости автономных систем // Дифференц. уравнения. 1968.

Т. 4. № 4. C. 606–617.

[2] Щелчков К.А. Об одной нелинейной задаче преследования с дискретным управлением

и неполной информацией // Вестник Удмуртского университета. Математика. Меха-

ника. Компьютерные науки. 2018. Т. 28. № 1. С. 111–118. DOI: 10.20537/vm180110.

1Работа поддержана грантом РФФИ 18–51–41005_Узб.
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Analysis of stochastic sensitivity of Turing patterns in distributed reaction-

diffusion systems 

A.P. Kolinichenko 

Ural Federal University 

Yekaterinburg, Russia 

Mathematical models of various processes in nature are applied in many fields of modern 

science. Stochastic modelling and analysis of such models allows to predict their possible 

behavior. Systems with complex nonlinearity are especially interesting for studying due to the 

occurrence of various phenomena. 

In our work the distributed Brusselator model with diffusion is studied. In the zone of Turing 

instability, the model generates a plethora of spatially-heterogeneous stable structures 

(patterns). Under the influence of random perturbation, such multistable behavior leads to 

pattern transition process. This, in turn, indicates that different patterns show different degrees 

of stability.  Our work studies the stochastic sensitivity of Turing patterns in order to provide the 

means to measure stochastic stability. 
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Анализ стохастической модели взаимодействия
трех популяций

(Analysis of the stochastic model of the interaction of three
populations)

Е.П. Абрамова, Т.В. Перевалова

Уральский федеральный университет
имени первого Президента России Б.Н. Ельцина

пр. Ленина, 51, г. Екатеринбург
Email address: ekaterina.abramova@urfu.ru, tatyana.ryazanova@urfu.ru

В работе рассматривается популяционная модель «хищник-две жертвы»,
учитывающая взаимодействие жертв, внутривидовую конкуренцию и кон-
куренцию между популяциями, предложенную и исследованную в работах
[1], [2]: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥̇ = 𝑥(𝛼1 − 𝑥− 𝜀1𝑦 − 𝛽1𝑧) + 𝜎𝑤1,

𝑦̇ = 𝑦(𝛼2 − 𝑥− 𝜀2𝑦 − 𝛽2𝑧) + 𝜎𝑤2,

𝑧̇ = −𝑧(1− 𝛿1𝑥− 𝛿2𝑦 + 𝛾𝑧) + 𝜎𝑤3,

(1)

Для данной модели подробно описаны бифуркации равновесий и построены
бифуркационные диаграммы. Главное целью данного исследования являет-
ся анализ стохастического варианта данной модели, учитывающей влияние
случайных внешних факторов. Используя функцию стохастической чув-
ствительности и основанный на ней метод доверительных областей [3], опи-
саны феномены вымирания популяций. Подробно изучены вероятностные
механизмы вымирания трех типов

Список литературы

[1] Базыкин А.Д. Нелинейная динамика взаимодействующих популяций.
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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÄÈÑÊÐÅÒÍÀß ÌÎÄÅËÜ

ËÎÒÊÈ-ÂÎËÜÒÅÐÐÛ

STOCHASTIC DISCRETE-TIME LOTKA-VOLTERRA MODEL

À. Â. Áåëÿåâ, Ò. Â. Ïåðåâàëîâà

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé âàðèàíò ìîäåëè Ëîòêè-Âîëüòåððû
ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì [1], çàäàâàåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1)

{
xn+1 = αxn(1− xn)− bxnyn + εξn,1

yn+1 = −cyn + dxnyn + εξn,2,

ãäå x � ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè æåðòâ, y � ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ, α > 0,
b > 0, c > 0 è d > 0 � ïàðàìåòðû ñèñòåìû, ε � èíòåíñèâíîñòü øóìà, à ξn
� äâóìåðíûé íå êîððåëèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðàìè Eξn = 0,
Eξnξ

T
n = I, Eξnξ

T
k = 0(n 6= k).

Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèç âîçìîæíûõ ðåæèìîâ, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, ìîäåëè ïðè ε = 0 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ α è d äëÿ ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ b = 1 è c = 0.2. Èçó÷àþòñÿ çîíû ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷è-
âûõ ðàâíîâåñèé, öèêëîâ, çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ, à òàêæå õàîòè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ. Îïèñûâàþòñÿ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, Íåéìàðêà-Ñàêêåðà è
êðèçèñà. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà
èç ïàðàìåòðè÷åñêîé çîíû áèôóðêàöèè ðîæäåíèÿ çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðè-
âîé (d = 3.3). Ïîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìå âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå òîëüêî îäíîãî
íåâûðîæäåííîãî àòòðàêòîðà â çîíå áèôóðêàöèè Íåéìàðêà-Ñàêêåðà, â òî âðåìÿ
êàê â çîíå ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïëîò-
íîñòü ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ ñõîäèòñÿ ê íóëåâîìó ñîñòîÿíèþ. Èçó÷åíî ïîâåäåíèå
áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðîâ.

Ðèñ. 1. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà
ïðè d = 3.3

1
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2 À. Â. Áåëÿåâ, Ò. Â. Ïåðåâàëîâà

Ïîìèìî äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû ε = 0 ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêàÿ ε 6= 0, îïèñûâàþùàÿ âëèÿíèå âíåøíåãî ñëó÷àéíîãî âîçäåéñòâèÿ. Çäåñü, îïè-
ðàÿñü íà òåõíèêó ôóíêöèè ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè [2], ïðèâîäèòñÿ àíà-
ëèç ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé âîêðóã àòòðàêòîðîâ äåòåðìèíèðîâàííîé ñè-
ñòåìû. Èçó÷àþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ìåõàíèçìû âûìèðàíèÿ ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ
ïîä äåéñòâèåì øóìà. Ìàòåìàòè÷åñêè òàêîå âûìèðàíèå îáóñëîâëåíî ïåðåõîäîì
ñ íåòðèâèàëüíîãî àòòðàêòîðà (ðàâíîâåñèÿ, öèêëà èëè çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé
êðèâîé) íà òðèâèàëüíîå ðàâíîâåñèå. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ
è ïîëîñ [3], íàõîäÿòñÿ êðèòåðèè ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ê îïàñíûì
ãðàíèöàì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì íàó÷íûì ôîíäîì, ãðàíò �16-11-10098.
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Роль риск-нейтральных мер в дискретной и
непрерывной моделях европейского

опциона-call

Медведева М.В.

Европейским опционом-call называется вторичная ценная бумага (дери-
ватив), которая дает обладателю (покупателю) право, но не обязательство,
купить часть пакета акций по фиксированной цене в определенный момент
времени в будущем.

Известна дискретная однопериодная модель для цены опциона-call. Мо-
дель описывает, из чего складывается цена опциона на каждом шаге: це-
на опциона зависит от начальной стоимости портфеля продавца опциона,
процентной ставки в банке и доли пакета акций, купленной в начальный
момент времени (см., напр., [1]). С учетом случайностей на каждом шаге
биномиальной модели имеют место два уравнения для цены опциона-call и
для доли пакета акций. Единственное решение этой системы может быть
представлено двумя способами: как явное решение системы или с помощью
введения риск-нейтральных мер, относительно которых дискретная цена
опциона-call является мартингалом.

В непрерывном времени цена опциона-call удовлетворяет дифференци-
альному уравнению в частных производных с некоторыми финальным и
граничными условиями. Чтобы найти это решение, как и в дискретном слу-
чае, вводят риск-нейтральные, или мартингальные, вероятностные меры.

В докладе будет дано доказательство того, что существование риск-
нейтральных мер в биномиальной модели эквивалентно мартингальности
дисконтированной цены опциона-call. Будет показана аналогия между дис-
кретными и непрерывными моделями для цены акций и цены опциона-call,
где в качестве случайного процесса, по которому строится изменение цены
акций, рассматривается броуновское движение. Планируется рассмотреть
модели для цены акции и цены опциона-call, зависящие от разрывных слу-
чайных процессов.

Список литературы
[1] S. Shreve, Stochastic Calculus for Finance II: Continuous-Time Models

(2004)
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 ВАРИАТИВНОСТЬ ОСЦИЛЛЯЦИЙ В ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ НЕЙРОННОЙ 

АКТИВНОСТИ 

 

VARIABILITY OF OSCILLATIONS IN A DISCRETE MODEL  

OF NEURAL ACTIVITY 

 

Насырова В.М., Ряшко Л.Б. 

Уральский федеральный университет, Екатеринбург, Россия 

 Аннотация 

 Для изучения динамики нейронов часто используют феноменологические мо-

дели, которые построены на основе дискретных отображений. Среди дискретных мо-

делей привлекает внимание модель Рулькова [1], которая описывает быстро-

медленную динамику нейрона и демонстрирует в детерминированном виде три типа 

нейронной активности: покой, спайкинг и берстинг. При воздействии случайными воз-

мущениями на нейрон может происходить смена нейронной активности, например, из 

режима покоя клетка может перейти в режим спайкинга или берстинга. Целью нашего 

исследования являлось изучение смены режима нейронной активности в зависимости 

от выбранных параметров и интенсивности случайных возмущений. При изменении 

режима нейронной активности происходит изменение характера осцилляций, напри-

мер, от периодических к хаотическим. В нашей работе характер изменения осцилляций 

мы исследуем с помощью прямого численного моделирования и метода функции сто-

хастической чувствительности [2]. Последний метод успешно применялся ранее для 

разных моделей, в том числе и для модели Рулькова [3, 4].  С помощью данных мето-

дов мы определили пороговые значения интенсивности шума, при которых происходит 

смена режима нейронной активности, а также описали динамику изменения получен-

ных пороговых значений при изменении изначальных параметров системы. 

 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 

№ 16-11-10098). 
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PLANCHEREL–PÓLYA INEQUALITY FOR ENTIRE FUNCTIONS
OF EXPONENTIAL SPHERICAL TYPE IN L2(Rn)

НЕРАВЕНСТВО ПЛАНШЕРЕЛЯ–ПОЛИА ДЛЯ ЦЕЛЫХ
ФУНКЦИЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО СФЕРИЧЕСКОГО ТИПА

В L2(Rn)

E. V. BERESTOVA

Let Bnr = Bn(r,0) = {x ∈ Rn :
∑n
i=1 x

2
i 6 r2} be a ball in Rn of radius r > 0 centered

at zero. Let Lp(Rn) denote the usual Lebesgue space of measurable functions on Rn
such that the Lp-norm ‖f‖pp =

∫
Rn |f(t)|pdt, 1 6 p < ∞, is finite. Let Mp

σ,n, p > 1,
be a set of entire functions f of n complex variables with exponential spherical type
σ > 0 such that their restrictions to Rn belong to Lp(Rn) [1]. The Fourier transform
Ff of entire function exponential spherical type σ has a support in a ball Bnσ . In 1937
Plancherel and Pólya [2] showed that∑

k∈Zn

|f(k)|p 6 cp(σ, n)‖f‖pLp(Rn)(1)

for f ∈ Mp
σ,n, where cp(σ, n) is a finite constant. S.M. Nikol’skii [3], D. L. Donoho

and B. F. Logan (n = 1) [4], S. Norvidas [5] (n = 1) and other researchers have some
results in related inequalities [6], [7]. We study the Plancherel–Pólya inequality for
p = 2. The main result is the following theorems.

Theorem 1. For n ∈ N and for all 0 < σ 6 3π the inequality

(2)
∑
k∈Zn

|f(k)|2 6 (dσ/πe)n ‖f‖22, f ∈M2
σ,n

holds. The inequality (2) turns into an equality if and only if f = Fg, where t is the
shift vector such that t = (0, . . . , 0), if dσ/πe is odd, and t = (1/2, . . . , 1/2), if dσ/πe
is even,

g(x) =
∑
m∈M

h(x−m− t), h ∈ L2 (Bnν ) , ν =
1

2
(1− (dσ/πe − σ/π)).(3)

Theorem 2. For n, p ∈ N. For all σ such that 0 < σ < π/p the equality

(4) c2p(σ, n) = 1, f ∈M2p
σ,n

holds.

In addition, we discuss the inequality between
∑
k∈Zn |f(λk)|2 and ‖f‖22, where the

sequence {λk}k∈Zn is uniformly discrete.
The work is supported by the Competitiveness Enhancement Program of the Ural

Federal University (Enactment of the Government of the Russian Federation № 211
of March 16, 2013, agreement № 02.A03.21.0006 of August 27, 2013) and by RFFI
(project №18-01-00336).
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НЕРАВЕНСТВО ТУРАНА ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНОЙ НОРМЫ
НА КОМПАКТНОМ МНОЖЕСТВЕ

Ю. С. Горячева

Для вещественных алгебраических многочленов p степени n в 1889 году
A.A. Марков доказал неравенство ‖p′‖C(I) ≤ n2‖p‖C(I) для равномерной нормы
на отрезке I = [−1, 1]. В дальнейшем этот результат обобщался на производные
старших порядков, на отличные от I компактные множества и другие нормы.

Полвека спустя П. Туран заинтересовался обратным неравенством

‖p′‖C(K) ≥ cn(K)‖p‖C(K)

на компактном множестве K комплексной плоскости. Это неравенство не вы-
полняется на множестве всех многочленов степени n. Поэтому Туран наложил
дополнительное условие, что все n нулей полинома лежат в исходном множестве

K. В 1939 году Туран [1] получил точную по порядку оценку cn(I) ≥
√
n

6
для

отрезка I и нашел точную константу cn(D) =
n

2
для единичного круга D.

Наиболее общий результат для равномерной нормы на компактном выпук-
лом множестве K с непустой внутренностью получил С. Ревес [2] в 2006 году.
Он доказал оценки снизу и сверху 0.0003

ω

d2
n ≤ cn(K) ≤ 600

ω

d2
n, выражен-

ные через геометрические характеристики — диаметр d и ширину w множества

K. Оценка сверху выполняется для n >
d2

128w2
ln

d

16w
, оценка снизу справед-

лива для всех натуральных n. Напомним, что d = sup
z′,z′′∈K

|z′ − z′′| – диаметр и

w = inf
γ∈[−π,π]

(
sup
z∈K
<(ze−iγ)− inf

z∈K
<(ze−iγ)

)
– ширина множества K.

Пусть Pn(K) есть множество многочленов степени точно n, все нули которых
лежат в K. Мы изучаем неравенство

‖p′‖q ≥ cqn(K,µ)‖p‖q, p ∈ Pn(K),

для нормы

‖p‖q =
(∫

K

|p(z)|qµ(dz)
)1/q

, q > 0,

относительно конечной неотрицательной меры µ на множестве K, такой, что все
непрерывные на K функции µ-измеримы. Нами получен следующий результат.

Теорема. Пусть K — компактное подмножество в C, содержащее точки
a, b ∈ R и имеющее диаметр d = |b − a| и ширину w. Предположим, что на K
задана конечная неотрицательная мера µ и существуют θ ∈ (0, 1) и δ ∈ [1/2, 1)
такие, что

µ

(
K ∩

([
−dδ

2
+
b+ a

2
,
b+ a

2
+
dδ

2

]
× [−wi,wi]

))
≥ θµ(K).
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2 Ю. С. Горячева

Тогда для любого q > 0 и n > n0 =

(
1 +

1

q

)
d2

2w2
ln

d

2w
+ 2 найдется полином

p∗ ∈ Pn(K), для которого выполняется неравенство

cqn(K,µ) ≤
‖(p∗)′‖q
‖p∗‖q

≤ 200

1− δ

(
1 +

4

θ
· 3q
)1/q

w

d2
n.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-01-00336).
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Ðàçëîæèìîñòü â òî÷êå è òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà

À. Å. Ëèïèí

Â 1983 ãîäó Å.Ã. Ïûòêååâ ââåë ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå [1].

Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, κ � êàðäèíàë. Ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ
κ-ðàçëîæèìûì â òî÷êå x ∈ X, åñëè â X \ {x} ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ F
ìîùíîñòè κ òàêîå, ÷òî ∀A ∈ F : x ∈ A.

Ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî ðàçëîæèìûì â òî÷êå x, åñëè îíî ∆(x,X)-ðàçëîæèìî
â x, ãäå ∆(x,X) = min{|U | : x ∈ U ∈ τ} (êàðäèíàë ∆(x,X) íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì õàðàêòå-
ðîì ïðîñòðàíñòâà X â òî÷êå x). Ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì â òî÷êå x, åñëè îíî
2-ðàçëîæèìî â x.

Îïðåäåëåíèå ðàçëîæèìîñòè ïðîñòðàíñòâà â òî÷êå òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì ðàçëîæèìîñòè òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå áûëî ââåäåíî Õüþèòòîì â 1943 ãîäó [5].

Ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ κ-ðàçëîæèìûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî
ìíîæåñòâ F ìîùíîñòè κ, òàêîå, ÷òî ∀A ∈ F : A = X. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì,
åñëè îíî 2-ðàçëîæèìî, ∆(X)-ðàçëîæèìîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî ðàçëîæèìûì, ãäå
êàðäèíàëüíîå ÷èñëî ∆(X) = min{|U | : U ∈ τ , U 6= ∅} � äèñïåðñèîííûé õàðàêòåð ïðîñòðàíñòâà
(X, τ).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èç κ-ðàçëîæèìîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò åãî κ-ðàçëîæè-
ìîñòü âî âñåõ òî÷êàõ. Îáðàòíîå, îäíàêî, íåâåðíî: ñóùåñòâóåò ïðèìåð ðåãóëÿðíîãî ñ÷åòíîãî íåðàç-
ëîæèìîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàçëîæèìîãî âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ [6].

Ïûòêååâ âûäåëèë áîëüøîé êëàññ ïðîñòðàíñòâ, ìàêñèìàëüíî ðàçëîæèìûõ â ëþáîé ñâîåé ïðåäåëü-
íîé òî÷êå. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âñå ìåòðè÷åñêèå, êîìïàêòíûå è óïîðÿäî÷åííûå ïðîñòðàíñòâà. Èçâåñòíû
è ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ, íåðàçëîæèìûõ â êàêîé-ëèáî ñâîåé ïðåäåëüíîé òî÷êå [2], [3].

Íåäàâíî áûëà äîêàçàíà ðàçëîæèìîñòü â êàæäîé íåèçîëèðîâàííîé òî÷êå òèõîíîâñêèõ ïñåâäîêîì-
ïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ [4]. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ÿâëÿþòñÿ ëè òèõîíîâñêèå ïñåâäîêîìïàê-
òû òàêæå 3-, ω- èëè ìàêñèìàëüíî ðàçëîæèìûìè â êàæäîé òî÷êå. Âîïðîñ ýòîò ïîêà ÷òî îñòàåòñÿ
îòêðûòûì, îäíàêî ìû ïðåäñòàâëÿåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òèõîíîâñêèé ïñåâäîêîìïàêò (X, τ) è íåèçîëèðîâàííàÿ òî÷êà x ∈ X
òàêèå, ÷òî (X, τ) íå ÿâëÿåòñÿ ω-ðàçëîæèìûì â x. Òîãäà ñóùåñòâóåò èçìåðèìûé êàðäèíàë.

Íàïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå èçìåðèìîãî êàðäèíàëà íåäîêàçóåìî â ZFC. Áîëåå òîãî, ñðåäñòâàìè
ZFC íåëüçÿ äîêàçàòü äàæå òî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå èçìåðèìîãî êàðäèíàëà íå ïðîòèâîðå÷èò ZFC.
Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó âûøå, âñå òî æå ñàìîå òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü è î òèõîíîâñêîì ïñåâäîêîìïàêòå,
íå ω-ðàçëîæèìîì â íåêîòîðîé íåèçîëèðîâàííîé òî÷êå.

Åùå îäíî òîïîëîãè÷åñêîå ñâîéñòâî, ñâÿçü êîòîðîãî ñ ðàçëîæèìîñòüþ è ðàçëîæèìîñòüþ â òî÷êå
ïîêà íå âûÿñíåíà ïîëíîñòüþ, ýòî ñâÿçíîñòü. Ìû ïðåäñòàâëÿåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò õàóñäîðôîâî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, íåðàçëîæèìîå â òî÷êå. Ïðè ýòîì äèñ-

ïåðñèîííûé õàðàêòåð òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì.
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УДК 517.982.26 + 517.538

А.Н. Марковский

Дискретное равновесие плоского компакта

Рассматривается задача экстремального распределения точечных заря-
дов на плоском компакте; варьируются заряды и их интенсивности. Рас-
пределениям соответствуют комплексные произведения с неалгебраиче-
скими особенностями. Доказывается равномерная сходимость последова-
тельности таких произведений. Изучается связь предельного распределе-
ния с некоторыми экстремальными задачами, в частности, устанавливает-
ся связь с решением проблемы выбора точек (множество гарантированной
сходимости) в методе фундаментальных решений (базисных потенциалов).

1. Рассмотрим комплексные произведения

πα
n(z) :=

n∏
j=1

(z − zj)
aj , (0.1)

где zj – различные точки на C, а aj – действительные положительные числа,
такие что сумма a1+ ...+an равна α; обозначим множество таких произведений
Pα. В случае, если aj – натуральные числа, то πα

n(z) – комплексный полином
степени α с n различными нулями. В случае ненатуральных aj в (0.1) будем
иметь ввиду главные значения многозначных функций.

2. Вариационная задача. Пусть задан произвольный борелевский компакт
K. Обозначим P1

n(K) – множество всевозможных произведений (0.1) с не бо-
лее чем n нулями на K, таких что α = 1. Введем на классе P1

n(K) равномер-
ную норму ∥f(z)∥K := maxz∈K |f(z)| и рассмотрим задачу отыскания в P1

n(K)
элемента, наименее уклоняющегося от нуля на K; задача аналогична задаче
Чебышёва [3] с тем отличием, что решение ищется в более «широком» классе.

Задача En(K). Найти

ϱn(K) = inf
{
∥σ∥K : σ ∈ P1

n(K)
}
,

и функции πn ∈ P1
n(K), на которых этот infimum достигается.

Геометрически задача En(K) означает следующее. Из множества попарно
различных точек z1, z2, ..., zm (m 6 n), принадлежащих компакту K и поло-
жительных чисел a1, a2, ..., am, суммарно равных единице, необходимо выбрать
такие ζnj и αnj , что произведение (0.1) при zj = ζnj и aj = αnj (j = 1, 2, ...,m)

будет иметь минимальную норму. Ясно, что решение задачи En(K) существует.
3. Со всяким плоским компактом K связывают несколько важных констант

[6, 5]: трансфинитный диаметр Фекете d(K), постоянную Чебышёва τ(K), кон-
формный радиус r(K), емкость cap(K). Все эти характеристики, определя-
ются посредством решения совершенно разных задач, но равны между собой.

c⃝ А.Н. Марковский, 2019
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Свяжем с компактом ещё одну константу ϱ(K), получаемую как предел экс-
тремальных констант ϱn(K) задачи En(K) и характеризующую в некотором
смысле дискретное равновесие компакта.

Теорема 1. Константа дискретного равновесия равна емкости компакта:

ϱ(K) = cap(K).

4. Обозначим GK – связную компоненту дополнения C\K, содержащую
бесконечность, и рассмотрим обобщенную функцию Грина gK(z) = gK(z,∞)

для заданного компакта K. Пусть πn(z) и ϱn = ϱn(K) – последовательность
решений и констант задачи En(K) при n = 1, 2, ...; рассмотрим последователь-
ность функций Грина, соответствующую последовательности экстремальных
лемнискат Ln = L(πn, ϱn) = {z ∈ C : |πn(z)| 6 ϱn}

gn(z) = ln
|πn(z)|
ϱn

, z ∈ C\Ln, n = 1, 2, ... (0.2)

Теорема 2. Если cap(K) > 0, то

gn(z) ⇒ gK(z), n → ∞, z ∈ GK .

5. Рассмотрим ограниченную регулярную область G с компактной границей
∂G и обозначим K = G ∪ ∂G и λK – равновесную меру компакта K.

Рассмотрим обратную задачу выметания для равновесной меры. Задача со-
стоит в том, чтобы по заданной мере λK с носителем S(λK) на внешней границе
компакта ∂K определить новую меру ϑK с носителем S(ϑK) на K такую, что
для потенциалов этих мер квазивсюду на S(λK) выполняется равенство

UλK
(z) = UϑK

(z), z ∈ S(λK).

Решение этой задачи единственно, если дополнительно потребовать минималь-
ность емкости носителя S(ϑK); будем называть это решение ассоциированной
равновесной мерой и обозначать ϑK и Kϑ = S(ϑK).

Покажем, что предельное решение задачи дискретного равновесия En(K),
при n = 1, 2, ..., определяет ассоциированную равновесную меру ϑK . Для этого
со всяким решением πn(z) задачи En(K) свяжем дискретную вероятностную
меру νn следующим образом

ln
1

|πn(z)|
=

∫
S(νn)

ln
1

|z − ζ|
dνn(ζ). (0.3)

Теорема 3. Пусть K – регулярный компакт и cap(K) > 0; если K =

S(λK), то νn слабо сходится к λK , иначе – νn слабо сходится к ϑK .

6. Носитель Kϑ ассоциированной равновесной меры ϑ связан с решением за-
дачи Н. Г. Чеботарёва [9; §4, 5] о компакте наименьшей емкости, содержащем
заданные точки, и с решением задачи М.А. Лаврентьева [10] об экстремаль-
ном разбиении компакта, а также Kϑ решает проблему выбора точек в методе
фундаментальных решений (базисных потенциалов) для задачи Робена [11].
В заключение, рассматриваются многочлены с равновесно распределенными
узлами ζn,j – нулями πn решений задачи En(K); исследуются их свойства ор-
тогональности. Приводятся некоторые численные результаты решений задачи
En(K) для некоторых конкретных компактов K.
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ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÎ ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ ÍÀ ÎÑÈ

Ñ ÎÄÍÎÑÒÎÐÎÍÍÈÌ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÅÌ ÍÀ ÑÒÀÐØÓÞ

ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÓÞ

Í. Ñ. Ïàþ÷åíêî

Èçó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà â ïðîñòðàíñòâàõ L2, L è L∞ íà âåùå-
ñòâåííîé îñè ñ îäíîñòîðîííèì îãðàíè÷åíèåì íà âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, à èìåííî,
èçó÷àåòñÿ òî÷íàÿ êîíñòàíòà K â íåðàâåíñòâå

(1) ‖f ′‖2L2(R) ≤ K‖f‖L(R)‖f ′′
+‖L∞(R),

íà êëàññå ôóíêöèé f ∈ L(R), èìåþùèõ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïðî-
èçâîäíóþ èç L2(R), f ′′ ∈ L∞(R). Çäåñü è íèæå f ′′

+(x) = max{f ′′(x), 0}. Â.Í. Ãàáó-
øèí â 1976 ã. ïîëó÷èë êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîé êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ
êîëìîãîðîâñêîãî òèïà â ïðîñòðàíñòâàõ Lq, Lp, Lr íà îñè ñ îäíîñòîðîííèì îãðà-
íè÷åíèåì íà ñòàðøóþ ïðîèçâîäíóþ è áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ñòàðøóþ ïðîèçâîäíóþ
[1]. Çàäà÷à (1) óñëîâèþ Ãàáóøèíà óäîâëåòâîðÿåò. Ïîäðîáíàÿ èñòîðèÿ èçó÷åíèÿ
ðîäñòâåííûõ çàäà÷ èçëîæåíà â ðàáîòå [2]. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å
íà îòðåçêå [0, 1]:

‖g′‖2L2[0,1] ≤ K‖g‖L[0,1]‖g′′‖L∞[0,1],

ðàññìàòðèâàåìóþ íà êëàññå âûïóêëûõ ôóíêöèé g, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
g′(0) = 0, g(0.5) = 0.
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